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Èçó÷åíèå ïðèìåñíûõ ñîñòîÿíèé â

ñîåäèíåíèÿõ ñ íåòðèâèàëüíûì

îäíî÷àñòè÷íûì ñïåêòðîì

íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: Àðñååâ Ï¼òð Èâàðîâè÷

ñòóäåíò: Áèëèíñêèé Þðèé

Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñâÿçàííûõ îäíîýëåê-

òðîííûõ ñîñòîÿíèÿõ â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèìåñè, ïîìåùåííîé â

ðåøåòêó ãðàôåíà. Îáñóæäàþòñÿ äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ äëÿ ýòîé

çàäà÷è � ñëó÷àé, â êîòîðîì ìîæíî ïðèìåíèòü êîíòèíóàëüíîå ïðè-

áëèæåíèå, è òîò, êîãäà âîçìîæíî ïðèìåíèòü ïðèáëèæåíèå ïîòåí-

öèàëà, äåéñòâóþùåãî íà íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå óçëîâ.

1 Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ãðàôåí îáðàçóþò ãåêñàãîíàëüíóþ äâóìåðíóþ ðåøåòêó, â
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ äâà ïîëíûõ àòîìà óãëåðîäà.
Êðîìå òîãî, îäíî÷àñòè÷íûé ñïåêòð â ãðàôåíå èíòåðåñåí äëÿ èçó÷åíèÿ,
ïîñêîëüêó â íåì äâå ýëåêòðîííûå çîíû êàñàþòñÿ, ïðè÷åì ñïåêòð â îá-
ëàñòè, áëèçêîé ê òî÷êå êàñàíèÿ, èìååò ëèíåéíûé õàðàêòåð, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ýëåêòðîíû â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âåäóò ñåáÿ êàê áåçìàññîâûå
çàðÿæåííûå ÷àñòèöû. Ýòî ïðèâîäèò ê èíòåðåñíûì ñâîéñòâàì äàííîãî
âåùåñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè, à
òàêæå òåõíîëîãèè (ñì. [1, 2]).

Îäíà èç èíòåðåñíûõ çàäà÷ î ãðàôåíå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè
ñâÿçàííûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â ïîòåíöèàëå ïðèìåñè. Âàæíûì ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë.
Áóäåò ïðîâåäåí äîñòàòî÷íî ïîëíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ è ÷àñòåé ñïåêòðà.

Ìû áóäåì äåéñòâîâàòü â ïðåäåëàõ ìîäåëè ñèëüíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðî-
íîâ â ðåøåòêå. Êðîìå òîãî, áóäåì ó÷èòûâàòü ïåðåñêîê ýëåêòðîíîâ ìåæäó
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Ðèñ. 1: Ðåøåòêà ãðàôåíà

ðàçëè÷íûìè àòîìàìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ áëèæàé-
øèìè ñîñåäÿìè äðóã äðóãà.

2 Îáùèé ôîðìàëèçì äëÿ ãðàôåíà

2.1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ. Ãàìèëüòîíèàí áåñïðèìåñíîé

çàäà÷è. Ôóíêöèè Ãðèíà â áåñïðèìåñíîé ðåøåòêå

Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà, êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ÿâëÿ-
åòñÿ ãåêñàãîíàëüíîé è ñîäåðæèò ïî äâà àòîìà â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Èç
ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ìû óêàæåì â íà÷àëå ðàáîòû ñèñòåìó êîîðäèíàò,
â êîòîðîé áóäåì ðàáîòàòü, è äðóãèå îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Íàçîâåì àòîìû, ýêâèâàëåíòíûå ïîìåùåííîìó â íà÷àëî êîîðäèíàò,
ëåâûìè (L), à íåýêâèâàëåíòíûå � ïðàâûìè (R). Òîãäà âåêòîðû e1 =(
−3a/2,

√
3a/2

)T
, e2 =

(
−3a/2,−

√
3a/2

)T
ñîåäèíÿþò äâà óçëà ðåøåò-

êè, à d = (a, 0)T óêàçûâàåò èç ëåâîãî àòîìà íà ïðàâûé. Îòñþäà ïëîùàäü
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ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè V = 3a2
√

3/2. Êðîìå òîãî, äëÿ áóäóùåãî èçó÷å-
íèÿ ìåòîäîì ñèëüíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíîâ âàæíî óêàçàòü âñå âåêòîðû,
óêàçûâàþùèå íà áëèæàéøèõ ñîñåäåé ïðîèçâîëüíîãî ëåâîãî àòîìà:

δL1 =

(
−1

2
a√

3
2
a

)
, δL2 =

(
−1

2
a

−
√
3
2
a

)
, δL3 =

(
a
0

)
. (1)

Íà áëèæàéøèõ ñîñåäåé ïðàâîãî àòîìà óêàçûâàþò âåêòîðû, ïðîòèâîïî-
ëîæíûå óêàçàííûì âûøå.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïåðåéòè îò ãåîìåòðèè çàäà÷è ê åå ôèçèêå.
Ãàìèëüòîíèàí â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿ-

çè è áëèæàéøèõ ñîñåäåé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ĥ = Ĥa + Ĥt, (2)

Ĥa =
∑
n

ε(0)(l̂+n l̂n + r̂+n r̂n), (3)

Ĥt = −t
∑
〈n,m〉

(l̂+mr̂n + r̂+n l̂m). (4)

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ãàìèëüòîíèàíå ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè ýëåêòðî-
íîâ àòîìàõ ðåøåòêè, à âòîðîé � òóíåëëèðîâàíèþ ýëåêòðîíîâ ìåæäó àòî-
ìàìè. Â ïåðâîé ÷àñòè ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì óçëàì ñèñòåìû, à
âî âòîðîé � ïî âñåì ïàðàì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. ε(0), t � ýíåðãèÿ ýëåêòðî-
íîâ íà àòîìàõ, îòñ÷èòûâàþùàÿñÿ îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è èíòåãðàë
ïåðåêðûòèÿ, l̂n, r̂n � îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíîâ íà ëåâîì è ïðà-
âîì àòîìå â ÿ÷åéêå n ñîîòâåòñòâåííî. Âûâîä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðèâåäåí
â [4].

Äëÿ òàêîãî Ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî íàïèñàòü çàïàçäûâàþùóþ ôóíê-
öèþ ÃðèíàG(0)αβ

nm(ω) (ñâåðõó óêàçûâàåì òèï àòîìà, à âíèçó - óçåë) è, åñëè
ñ÷èòàòü (4) âîçìóùåíèåì, çàïèñàòü äëÿ íåå óðàâíåíèå Äàéñîíà (ñì. [3])
â âèäå

G(0)αβ
nm(ω) =

δn,mδ
αβ

ω − ε(0)
+

1

ω − ε(0)
∑
p,γ

Fαβ
n,pG

(0)αβ
pm(ω). (5)

Çäåñü Fαβ
n,p îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, ðàâíóþ −t äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé è 0

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ýòî óðàâíåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå:

G̃(0)αβ
w,w′(ω) =

∑
n,m

ei(wrαn−w′rβm)G(0)αβ
nm(ω), (6)

(ω − ε(0))G̃(0)αβ
w,w′(ω) +Rα,wG̃

(0)αβ
w,w′(ω) = Nδw,w′δαβ. (7)
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Çäåñü è äàëåå ÷åðòà íàä èíäåêñîì, îáîçíà÷àþùèì òèï àòîìà, âîçâðà-
ùàåò çíà÷åíèå òèïà, íå ñîâïàäàþùåå ñ äàííûì. Êðîìå òîãî,

Rα,w = t

3∑
ν=1

e−iwδ
α
ν , (8)

è, êàê ëåãêî çàìåòèòü, (RL,w)∗ = RR,w.
Óðàâíåíèå (7) ëåãêî ðåøàåòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ

G̃(0)ββ
w,w′ = Nδw,w′

ω − ε(0)

(ω − ε(0))2 −Rβ,wRβ,w

, (9)

G̃(0)ββ
w,w′ = −Nδw,w′

Rβ,w

(ω − ε(0))2 −Rβ,wRβ,w

. (10)

Ñåé÷àñ èìååò ñìûñë ñäåëàòü íåñêîëüêî óïðîùåíèé. Âî ïåðâûõ, ïî-
ñêîëüêó ε(0) âåçäå âõîäèò â âèäå ðàçíîñòè ñ ω, ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ïîëîæèòü åãî íóëåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàì óäîáíî îáîçíà÷èòü
ε(w) = |RL,w|. Â òàêîì ñëó÷àå, âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà ïðèíè-
ìàþò âèä

G(0)ββ
nm =

1

N

∑
w

eiw(rβm−rβn) ω

ω2 − ε2(w)
, (11)

G(0)ββ
nm =

1

N

∑
w

e
iw

(
rβm−rβn

) Rβ,w

ω2 − ε2(w)
. (12)

Îòñþäà âèäèì, ÷òî ôóíêöèè Ãðèíà èìåþò ïîëþñà â òî÷êàõ ±ε(w), è ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè ε(w) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì
êâàçè÷àñòèö â ýëåêòðîííîé çîíå.

Äëÿ ïåðåõîäà ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî íåïðåðûâíîé çîíå ñäåëàåì çàìåíó

1

N

∑
w

→ V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
.

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

G(0)ββ
nm = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
eiw(rβm−rβn) ω

ω2 − ε2(w)
, (13)

G(0)ββ
nm = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
e
iw

(
rβm−rβn

) Rβ,w

ω2 − ε2(w)
. (14)
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Ïî îêîí÷àíèè ââîäíîé ÷àñòè, ïîëåçíî íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñïåê-
òðà ñèñòåìû. Ïîäñòàâëÿÿ (1) â (8) è ðåçóëüòàò â îïðåäåëåíèå ε(w), â
ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

ε(w) = t

√√√√4 cos2

(√
3

2
awy

)
+ 4 cos

(√
3

2
awy

)
cos

(
3

2
awx

)
+ 1. (15)

2.2 Çàäà÷à î ïðèìåñè

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû íàøëè âûðàæåíèå äëÿ ãðèíîâñêîé ôóíêöèè â
áåñïðèìåñíîé ðåøåòêå ãðàôåíà. Òåïåðü íàì íóæíî èññëåäîâàòü, êàê îíà
èçìåíèòñÿ, êîãäà ìû äîáàâèì äîïîëíèòåëüíûé ïîòåíöèàë â ðåøåòêó.

Óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ ïðèìåñíîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Gαβ
nm(ω) = G(0)αβ

nm(ω) +
∑
γ,p

G(0)αγ
np(ω)Uγ

pG
γβ
pm(ω). (16)

Çäåñü Uγ
p îáîçíà÷àåò ïîòåíöèàë, óñðåäíåííûé ïî àòîìíîìó ýëåêòðîííîìó

ñîñòîÿíèþ. Äëÿ óçëîâ, íàõîäÿùèõñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Uγ

p = −Ze2/
∣∣rγp∣∣.

Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è àíàëèòè÷åñêè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå ïîç-
âîëÿþò â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü å¼.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå ñèëüíî ëîêàëèçî-
âàíî â ïðîñòðàíñòàâå âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî Gαβ

nm(ω)
äîñòàòî÷íî áûñòðî ñïàäàþò ñ óäàëåíèåì óçëîâ îò öåíòðà ïîòåíöèàëà. Â
ðåçóëüòàòå, (16) ïðèíèìàåò âèä

Gαβ
nm(ω) = G(0)αβ

nm(ω)+G(0)αL
n0 (ω)GLβ

0m(ω)U0 +
∑
δ

G(0)αR
nδ (ω)GRβ

δm(ω)U1, (17)

ãäå U0, U1 - çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íà öåíòðàëüíîì àòîìå è åãî áëèæàéøèõ
ñîñåäÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî óðàâíåíèå çíà÷èòåëüíî ïðîùå èçíà÷àëüíî-
ãî, ïîñêîëüêó åãî ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Áîëåå ïîäðîáíî ýòî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

Äðóãîå ïðèáëèæåíèå âîçìîæíî â ñëó÷àå, ïðîòèâîïîëîæíîì ïåðâîìó.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê íåìó, ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Ñíà÷àëà çàïèøåì óðàâíåíèå (16) â èìïóëüñíîé ôîðìå:

Gw,w′(ω) = G(0)
w (ω)

(
(2π)2

V
δ(w −w′) + V

∫
B.Z.

d2w1

(2π)2
Ũw,w1Gw1,w′

)
. (18)
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Îòíûíå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé, ÷òî, åñëè ôóíêöèè Ãðè-
íà ïèøóòñÿ áåç âåðõíèõ èíäåêñîâ, ïîä íèìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ìàòðèöû
äâà íà äâà, ñîñòàâëåííûå èç ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè, íàïðè-
ìåð,

Gnm =

(
GLL

nm GLR
nm

GRL
nm GRR

nm

)
.

Êðîìå òîãî,

Gw,w′ =
∑
n,m

Gnme
i(wrn−w′rm), (19)

Gnm = V 2

∫
B.Z

d2wd2w′

(2π)4
Gw,w′e−i(wrn−w′rm), (20)

Ũw,w1 =
∑
p

e−i(w1−w)rp

(
U(rLp) 0

0 U(rRp )

)
, (21)

G(0)
w (ω) =

1

ω2 − ε2(ω)

(
ω −RL,we

iwd

−RR,we
−iwd ω

)
. (22)

Çäåñü è äàëåå rn ≡ rLn.
Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (18) íåìíîãî èíà÷å, åñëè äîìíîæèì åãî ñëåâà

íà ìàòðèöó, îáðàòíóþ (22), êîòîðàÿ ðàâíà

(G(0)
w (ω))−1 =

(
ω RL,we

iwd

RR,we
−iwd ω

)
. (23)

Òîãäà óðàâíåíèå (18) ïðèìåò âèä

(G(0)
w (ω))−1Gw,w′(ω) =

(2π)2

V
δ(w −w′) + V

∫
B.Z.

d2w1

(2π)2
Ũw,w1Gw1,w′(ω).

(24)
Ýòà ôîðìà áóäåò îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîñòîÿíèé, ñëà-

áî ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå. Ìû ìîæåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî, åñëèGw,w′(ω)
ñïàäàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðè óâåëè÷åíèè âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî èíòåãðàëû ïî çîíå Áðèëëþýíà ìîæíî
çàìåíèòü íà èíòåãðàëû ïî âñåìó èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó. Â ïðîñòðàí-
ñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî áóäåò çíà÷èòü, ÷òî ìû çàìåíèì ôóíêöèè,
çàäàííûå íà ðåøåòêå, íåïðåðûâíûìè. Â òàêîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå (24) â
êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñòàíåò ìàòðè÷íî-äèôôåðåíöèàëüíûì. Ïî-
äðîáíåå îá ýòîì ìû ïîãîâîðèì â ðàçäåëå 4.
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3 Ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ

Â ïðîøëîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå (17) â ïðèáëèæåíèè áûñòðî
ñïàäàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé Ãðèíà:

Gαβ
nm(ω) = G(0)αβ

nm(ω) +G(0)αL
n0 (ω)GLβ

0m(ω)U0 +
∑
δ

G(0)αR
nδ (ω)GRβ

δm(ω)U1.

Òåïåðü ìû èçó÷èì ýòî óðàâíåíèå è ïîëó÷èì åãî ðåøåíèÿ. Â ïåðâîì
ïîäðàçäåëå ìû ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, ê êîòîðîé îíî ñâîäèò-
ñÿ, è îáñóäèì ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Çàòåì, â ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäðàçäå-
ëàõ, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèÿ äëÿ äâóõ îáëàñòåé ýíåðãèè: â îáëàñòè, ãäå â
íåâîçìóùåííîé ñèñòåìå íå áûëî ñîñòîÿíèé, è òàì, ãäå îíè îáðàçîâûâàëè
íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Êðîìå òîãî, ìû èññëåäóåì, êàê áûñòðî ðåøåíèÿ
ñïàäàþò â ïðîñòðàíñòâå, è óäîâëåòâîðÿþò ëè îíè ïðèáëèæåíèþ, â êîòî-
ðîì áûëè ïîëó÷åíû.

3.1 Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ñèëüíî ëîêàëèçîâàí-

íûõ ñîñòîÿíèé

3.1.1 Íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (17) èñêîìûå ôóíêöèè
Ãðèíà âõîäÿò òîëüêî â âèäå GLβ

0m(ω), GRβ
δm(ω). Îòíîñèòåëüíî íèõ óðàâíå-

íèå çàìêíóòî, íî ñîäåðæèò ïàðàìåòð m, ÷òî äåëàåò åãî ðåøåíèå íåóäîá-
íûì. Ìîæíî ïîñòóïèòü ïî-äðóãîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü îáùèì äëÿ ôóíê-
öèé Ãðèíà ñâîéñòâîì

(
Gαβ

nm(ω)
)∗

= Gβα
mn(ω∗).

Âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (17) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

GαL
n0 (ω) = G(0)αL

n0 (ω) +G(0)αL
n0 (ω)GLL

00 (ω)U0+

+
∑
δ

G(0)αR
nδ (ω)GRL

δ0 (ω)U1, (25)

GαR
nδ (ω) = G(0)αR

nδ (ω) +G(0)αL
n0 (ω)GLR

0δ (ω)U0+

+
∑
δ′

G(0)αR
nδ′(ω)GRR

δ′δ (ω)U1. (26)

Äëÿ íèõ â ïðàâóþ ÷àñòü âõîäÿò óæå òîëüêî GLL
00 (ω), GRL

δ0 (ω), GRR
δ′δ (ω).

Îòíîñèòåëüíî íèõ ñèñòåìà çàìûêàåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì

GLL
00 (ω) = G(0)LL

00 (ω) +G(0)LL
00 (ω)GLL

00 (ω)U0+

+
∑
δ′

G(0)LR
0δ′ (ω)GRL

δ′0(ω)U1, (27)
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GRL
δ0 (ω) = G(0)RL

δ0 (ω) +G(0)RL
δ0 (ω)GLL

00 (ω)U0+

+
∑
δ′

G(0)RR
δδ′ (ω)GRL

δ′0(ω)U1, (28)

GRR
δδ′ (ω) = G(0)RR

δδ′ (ω) +G(0)RL
δ0 (ω)GLR

0δ′ (ω)U0+

+
∑
δ′′

G(0)RR
δδ′′(ω)GRR

δ′′δ′(ω)U1. (29)

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàò ôóíêöèé GRR
δ′δ (ω) è

ñàìè îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìû ñíà÷àëà çàáóäåì
î ñóùåñòâîâàíèè (29) è èññëåäóåì äâà äðóãèõ óðàâíåíèÿ îòäåëüíî.

Ñèììåòðèéíûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò äàëüøå óïðîñòèòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé. Ïîòåíöèàë â çàäà÷å ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí, à ðåøåòêà äîëæ-
íà ïåðåéòè ñàìà â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ íà 2π/3. Âîëíîâûå ôóíêöèè ïðè
ïîäîáíûõ ïîâîðîòàõ íå äîëæíû ìåíÿòüñÿ ïî ìîäóëþ, íî ìîãóò áûòü äî-
ìíîæåíû íà ôàçîâûé ìíîæèòåëü, îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ òî÷åê. Ïðè ýòîì,
ïîñëå òðåõ ïîâîðîòîâ ñèñòåìà îáÿçàíà âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå,
è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçîâûé ìíîæèòåëü ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷å-
íèÿ 1 è e±

2iπ
3 . Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé îá ýòîìå âîäîðîäà, íàçîâåì ïåðâûé

òèï ñîñòîÿíèé s-, à âòîðîé � p-ñîñòîÿíèÿìè.
Êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó óðàâíåíèå (29) îòäåëÿ-

åòñÿ îò äâóõ äðóãèõ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè GRR
δ′δ (ω) ñîäåðæèò

ïîëþñà, êîòîðûõ íåò ó äâóõ äðóãèõ òèïîâ ôóíêöèé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà
â öåíòðå ðàâíà íóëþ. Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò èíòåðïðåòèðî-
âàòü èõ êàê p-ñîñòîÿíèÿ.

Ôóíêöèè Ãðèíà æå ïðè ïîäîáíûõ äèñêðåòíûõ ïîâîðîòàõ äîëæíû ïå-
ðåõîäèòü ñàìè â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñâîåé ïðèðîäû ýòè ôóíê-
öèè íå äîëæíû ìåíÿòüñÿ, åñëè âñå ñîáñòâåííûå âîëíîâûå ôóíêöèè áóäóò
óìíîæåíû íà ôàçîâûå ìíîæèòåëè, îäèíàêîâûå äëÿ âñåõ òî÷åê, íî, âîç-
ìîæíî, ðàçëè÷íûå äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé. Â òîì ÷èñëå, ýòî çíà÷èò, ÷òî
ôóíêöèè GRL

δ0 (ω) îäèíàêîâû äëÿ ðàçëè÷íûõ δ, è ñèñòåìà óðàâíåíèé (27),
(28) ñîñòîèò èç âñåãî äâóõ óðàâíåíèé (îïóñòèì àãðóìåíò ω äëÿ êðàòêî-
ñòè):

−G(0)LL
00 = (U0G

(0)LL
00 − 1)GLL

00 +K0U1G
RL
δ0 , (30)

−G(0)RL
δ0 = U0G

(0)RL
δ0 G

LL
00 + (K1U1 − 1)GRL

δ0 . (31)

Çäåñü

K0 =
∑
δ

G(0)LR
0δ = 3G(0)LR

0δ , K1 =
∑
δ′

G(0)RR
δδ′ . (32)
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Îáîçíà÷èì

∆ = (U0G
(0)LL

00 − 1)(U0G
(0)RL

δ0 − 1)−K0U1U0G
(0)RL

δ0 , (33)

∆1 = −G(0)LL
00 (K1U1 − 1) +G(0)RL

δ0 K0U1, (34)

∆2 = −(U0G
(0)LL

00 − 1)G(0)RL
δ0 + U0G

(0)RL
δ0 G

(0)LL
00 . (35)

Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

GLL
00 =

∆1

∆
, GRL

δ0 =
∆2

∆
. (36)

3.1.2 Âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ áåñïðèìåñíûõ ôóíêöèé Ãðèíà

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü, åñëè ââåñòè íî-
âóþ ôóíêöèþ

Γ(ω) =
G(0)LL

00

ω
= V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

ω2 − ε2(w)
. (37)

Ïîëüçóÿñü ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

G(0)RL
δ0 =

1

3t

(
1− ω2Γ(ω)

)
, (38)

K1 = − ω
3t

(
1− ω2Γ(ω)

)
, (39)

K0 =
1

t

(
1− ω2Γ(ω)

)
, (40)

G(0)RR
δ1δ1

= ωΓ(ω), (41)

G(0)RR
δ1δ2

= G(0)RR
δ2δ1

= − ω

6t2
+

1

2
ωΓ(ω)

(
ω2

3t2
− 1

)
. (42)

Îòñþäà

∆ =
U1

3t2
(
1− ω2Γ(ω)

)
(ω − U0)− U0ωΓ(ω) + 1, (43)

∆1 =
U1

3t2
(
1− ω2Γ(ω)

)
+ ωΓ(ω), (44)

∆2 =
1

3t

(
1− ω2Γ(ω)

)
. (45)

3.1.3 Óðàâíåíèå íà s-ñîñòîÿíèÿ

S-ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû ñîîòâåòñâóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆(ω) = 0. Ýòî
óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Γ(ω) = Γ1(ω), (46)
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ãäå

Γ1(ω)
.
=

U1

3t2
(ω − U0) + 1

U1

3t2
ω3 + U0ω − U0U1

3t2
ω2

(47)

Ìû ïðèâåëè óðàâíåíèå ê âèäó, â êîòîðîì ñëåâà îò çíàêà ðàâåíñòâà
ñòîèò Γ(ω), à ñïðàâà - ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ω. Ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ íà ñïåêòð äëÿ p-ñîñòîÿíèé òîæå çàïèøóòñÿ â
òàêîì âèäå. Ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ èõ ðåøåíèé íåîáõî-
äèìî èññëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè Γ(ω).

3.1.4 Óðàâíåíèÿ äëÿ p-ñîñòîÿíèé

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê (29). Ïåðåíîñÿ âåëè÷èíû, êîòîðûå íàì óæå èçâåñòíû,
âïðàâî, ïåðåïèøåì åãî êàê∑

δ′

(
δδ,δ′ −G(0)RR

δδ′ U1

)
GRR
δ′δ′′ = G(0)RR

δδ′′ + U0G
(0)RL

δ0 G
LR
0δ′′ . (48)

Îïóñêàÿ íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî äåòåðìèíàíèò äàííîé ëè-
íåéíîé ñèñòåìû ðàâåí

γ0 =
∑
δ′

(
δδ,δ′ −G(0)RR

δδ′ U1

)3 − 3
∏
δ′

(
δδ,δ′ −G(0)RR

δδ′ U1

)
. (49)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå íà ñïåêòð äîëæíî áûòü çàïèñàíî êàê

γ0(ω) = 0. (50)

Êðîìå òîãî, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà íàì ïðèãîäÿòñÿ GRR
δ1δ1

= γ1/γ0
è GRR

δ1δ2
= γ2/γ0. Ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà ïîëó÷åíû ïî ïðà-

âèëó Êðàìåðà. Çäåñü γ1 è γ2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåòåðìèíàíòû ìàòðèö,
ïîëó÷åííûõ èç ìàòðèöû ñèñòåìû çàìåíîé ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöîâ
ñîîòâåòñòâåííî íà ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé

G(0)RR
δδ′′ + U0G

(0)RL
δ0 G

LR
0δ′′ . (51)
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Ïåðåïèñûâàÿ âñå èñïîëüçóåìûå âûðàæåíèÿ ÷åðåç Γ(ω), ïîëó÷èì

γ0 = − 1

108
λθ2, γ1 =

1

108t
θD, γ2 = − 1

108t
θB, (52)

λ = −3− U1ω

t2
(
1− ω2Γ(ω)

)
, (53)

θ = 6 +
U1ω

t2
(
−1 + Γ(ω)(ω2 − 9t2)

)
, (54)

D = D̃ − ∆2

∆
U0

(
−1 + ω2Γ(ω)

)
θ, (55)

D̃ =
U1ω

2

t3
+
ω4U1(ω

2 − 9t2)

t3
Γ2(ω) + Γ(ω)

(
18t2 + 9U1ω − 2

U1ω
3

t2

)
ω

t
(56)

B = B̃ +
∆2

∆
U0

(
−1 + ω2Γ(ω)

)
θ, (57)

B̃ =
3ω

t
(1− Γ(ω)(ω2 − 3t2)). (58)

Ïîñêîëüêó γ0 ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ìíîæèòåëÿ, òî ìû èìååì äâà ðàç-
ëè÷íûõ óñëîâèÿ íà ñïåêòð:

λ(ω) = 0, θ(ω) = 0.

Âûðàçèì èõ ÷åðåç Γ(ω). Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

Γ(ω) = Γ2(ω), (59)

à âî âòîðîì �
Γ(ω) = Γ3(ω), (60)

ãäå

Γ2(ω)
.
=

1

ω2
+

3t2

U1ω3
=
ω + 3t2

U1

ω3
, (61)

Γ3(ω)
.
=

1− 6t2

U1ω

ω2 − 9t2
. (62)

Âèäèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè óñëîâèÿ, ïîõîæèå ïî âèäó íà (46). Èõ ðåøå-
íèÿìè ìû çàéìåìñÿ ïîçäíåå.

3.1.5 Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè Γ(ω)

Êàê óæå áûëî óêàçàíî âûøå, ôóíêöèÿ

Γ(ω) = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

ω2 − ε2(w)
,
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Ðèñ. 2: Áåñïðèìåñíûé ñïåêòð ýëåêòðîíîâ â ãðàôåíå

ãäå

ε(w) = t

√√√√4 cos2

(√
3

2
awy

)
+ 4 cos

(√
3

2
awy

)
cos

(
3

2
awx

)
+ 1.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíî, êàê ε(w) âåäåò ñåáÿ â ïðåäåëàõ çîíû Áðèë-
ëþýíà. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå,
ðàâíîå 3t â öåíòðå çîíû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
ñïåêòð çàïèøåòñÿ â âèäå

ε ≈ 3t− 3

2
ta2w2. (63)

Òàêæå íà êðàþ çîíû èìåþòñÿ äâå íåýêâèâàëåíòíûå òî÷êè Äèðàêà, â êî-
òîðûõ ýíåðãèÿ çàíóëÿåòñÿ. Ñïåêòð äëÿ èõ îêðåñòíîñòåé ïðèâîäèòñÿ, íà-
ïðèìåð, â [5] è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì:

ε(k + swD) =
3

2
tak, wD =

(
0;

4
√

3π

9a

)T

. (64)
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Èññëåäóåì, êàê Γ(ω) âåäåò ñåáÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Òàê ïðè |ω| > 3t

Γ(ω) = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

ω2 − ε2(w)
=
V

ω2

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

1− ε2(w)
ω2

=

= V

∞∑
k=0

1

ω2(k+1)

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
(RL,wRR,w)k . (65)

Ïîäîáíûå èíòåãðàëû íàì åùå âñòðåòÿòñÿ, òàê ÷òî ïîãîâîðèì î íèõ
ïîäðîáíåå. Ïóñòü Πα,β

n,m(k) � ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî
ïåðåéòè èç àòîìà rαn â àòîì rβm, ñäåëàâ ðîâíî k ïåðåñêîêîâ ìåæäó áëè-
æàéøèìè ñîñåäÿìè Èç îïðåäåëåíèÿ Rα,w (8) âèäèì, ÷òî

Πα,α
n,m(2k) = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
(RL,wRR,w)k eiw(rm−rn); (66)

Πα,α
n,m(2k + 1) = 0; (67)

Πα,α
n,m(2k) = 0; (68)

Πα,α
n,m(2k + 1) = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
(Rα,w)k+1 (RR,w)k eiw(rαm−rαn). (69)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàçíîæåíèå äëÿ Γ(ω) íà áåñêîíå÷íîñòè â âèäå

Γ(ω) =
∞∑
k=0

t2kΠL,L
0,0 (2k)

ω2(k+1)
=

1

ω2
+

3t3

ω4
+

15t4

ω6
+ ... (70)

Â îáëàñòè ñïåêòðà ω ∈ (−3t; 3t) ó Γ(ω) èìååòñÿ ìíèìàÿ ÷àñòü. Â ñàìîì
äåëå:

Γ(ω) = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

2ω

(
1

ω − ε(w)
+

1

ω + ε(w)

)
=

=
1

2ω

∫ 3t

−3t
dε

ν(ε)

ω − ε+ i0
=

1

2ω

(
v.p

∫ 3t

−3t
dε

ν(ε)

ω − ε
− iπν(ω)

)
. (71)

-3 -2 -1 0 1 2 3

Ðèñ. 3: Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â
ðåøåòêå ãðàôåíà

Òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé ν(ε) ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â
[6]. Íàì æå íå ñòîëüêî âàæíî òî÷íîå
âûðàæåíèå äëÿ íåå, ñêîëüêî åå àññèìï-
òîòèêè â îñîáûõ òî÷êàõ:

ν(ω ≈ ±3t) =

√
3

2πt
, (72)

ν(ω ≈ 0) =
2
√

3

3πt2
|ω| , (73)

ν(ω ≈ ±t) = − 1

2π2t
log
∣∣∣ω
t
∓ 1
∣∣∣ (74)
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-4 -2 0 2 4
ω, 3t

Ðèñ. 4: Ôóíêöèÿ Γ(ω)

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Γ(ω) ðàñõî-
äèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè â òî÷êàõ ±3t è
0.

Â ñàìîì äåëå, ïðè ω ≈ 3t

Γ(−3t− δω) = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

(−3t− δω)2 − ε2(w)
≈

≈ −V
12πt

∫ w+

0

wdw

−δω − 3
4
t2w2a2

=
V

18πa2t2
log

δω + 3
4
w2

+a
2t

δω
≈

≈ −
√

3

12πt2
log

δω

t
. (75)

Äëÿ ω ≈ 0:

<Γ(ω) =

∫ 3t

0

dε
ν(ε)

ω2 − ε2
≈
∫ α

0

dε
2
√

3

3πt2
ε

ω2 − ε2
≈ 2
√

3

3πt2
log
|ω|
t
. (76)

Ïîâåäåíèå âåùåñòâåííîé ÷àñòè ôóíêöèè Γ(ω) ïîêàçàíî íà ãðàôèêå 4.

3.2 Ïîëó÷åíèå ðåøåíèé âíå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà

Êàê áûëî ïîëó÷åíî âûøå, âñå óñëîâèÿ íà òî÷êè ñïåêòðà ñâîäÿòñÿ ê âèäó
Γ(ω) = Γi(ω), ãäå Γi(ω) � íåêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà.
Ïîñêîëüêó ìû çíàåì, êàê ôóíêöèÿ Γ(ω) âåäåò ñåáÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ,
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E
0

Ðèñ. 5: Ôóíêöèè Γ1(ω) è Γ(ω)

òî ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé.

Ìû èññëåäóåì âñå óðàâíåíèÿ ïî ïîðÿäêó. Ïðè ðàññìîòðåíèè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî −U0,−U1 � t.

3.2.1 Óðàâíåíèå (46)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Γ1(ω) =
U1

3t2
(ω − U0) + 1

U1

3t2
ω3 + U0ω − U0U1

3t2
ω2
.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ω > 0 âûïîëíÿåòñÿ Γ(ω) > 1/ω2 > Γ1(ω), ÷òî
äîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ω > 0 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Ïóñòü ω → −∞. Òîãäà

Γ1(ω) =
1

ω2

1 + 1
ω

(
−U0 + 3t2

U1

)
1− U0

ω
+ 3t2U0

U1ω2

≈ 1

ω2

(
1 +

1

ω

3t2

U1

+
0

ω2
+ ...

)
, (77)

Γ1(ω)− Γ(ω) ≈ 3t2

ω3U1

> 0. (78)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ω < −3t è −U0,−U1 � 3t óðàâíåíèå èìååò õîòÿ
áû äâà ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 5).

Ôóíêöèÿ Γ1(ω) èìååò íóëü â òî÷êå ω0 = −3t2

U1
+ U0 è ïîëþñà â òî÷-

êàõ 0, ω1 = U0

2
+ U0

2

√
1− 12t2

U0U1
, ω2 = U0

2
− U0

2

√
1− 12t2

U0U1
. Íàéäåì ïåðâûé

êîðåíü E1 óðàâíåíèÿ (46). Çàìåòèì, ÷òî ω0 ≈ ω1, îòñþäà ìîæåì çàêëþ-
÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ óáûâàåò â îòêðåñòíîñòè ω0 î÷åíü áûñòðî, è â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè E1 ≈ ω1 ≈ U0. Ïóñòü E1 = U0 + δω. Òîãäà

E1 − ω0

E1 − ω1

= E1

(
E1 −

3t2

U1

)
Γ(E1) ≈ E1

(
E1 −

3t2

U1

)(
1

E2
1

+
3t2

E4
1

+ ...

)
=

=

(
1− 3t2

U1E1

)(
1 +

3t2

E2
1

+ ...

)
,

δω + U0 − ω0

δω + U0 − ω1

≈
δω + 3t2

U1

δω + 3t2

U1
+ 18t4

U0U2
1

+ ...
=

1

1 +
(

18t4

U0U2
1

+ ...
)

1

δω+ 3t2

U1

≈

≈ 1−
(

18t4

U0U2
1

+ ...

)
1

δω + 3t2

U1

.

Ïóñòü δω = 3t2

U1
C. Òîãäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

− 1

C + 1

6t2

U0U1

≈ −3t2

E2
1

(
E1

U1

− 1

)
,

C ≈ 2U0

U0 − U1

− 1 =
U0 + U1

U0 − U1

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

E1 ≈ U0 +
3t2

U1

U0 + U1

U0 − U1

+ ... . (79)

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïðè âûâîäå ïîëàãàëè, ÷òî U0 è U1 íàõîäÿòñÿ íå
ñëèøêîì áëèçêî äðóã ê äðóãó. Â ñëó÷àå |U0 − U1| � |U0| ôîðìóëà (79)
íåäåéñòâèòåëüíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîå çíà÷åíèå ýíåðãèè E2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
−3t− E2 � t. Ïóñòü òåïåðü δω = −3t− E2. Òîãäà èç ôîðìóëû (75)

−
√

3

12πt2
log

δω

t
≈ Γ1(−3t) =

U1

t
+ U1U0

3t2
− 1

9U1t+ 3U0t+ 3U0U1

≈ 1

9t2
,

log
δω

t
≈ −4

√
3π

9
,

δω ≈ te−
4
√
3π
9 ≈ 0.1t.
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E
0

Ðèñ. 6: Ôóíêöèè Γ2(ω) è Γ(ω)

Ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå δω � t âûïîëíåíî.
Îòñþäà

E2 ≈ −3t− te−
4
√
3π
9 . (80)

3.2.2 Óðàâíåíèå (59)

Òåïåðü íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

Γ2(ω) =
1

ω2
+

3t2

U1ω3
.

Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî âñå êîðíè
óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëüíû. Êðîìå òîãî, èç ãðàôèêà âèäèì, ÷òî êîðåíü
îäèí.
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E
0

Ðèñ. 7: Ôóíêöèè Γ3(ω) è Γ(ω)

Ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå:

1

ω2
+

3t2

U1ω3
= V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

ω2 − ε2(w)
,

3t2

U1ω3
= V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2

(
1

ω2 − ε2(w)
− 1

ω2

)
=

1

ω2
V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
ε2(w)

ω2 − ε2(w)
,

3t2

U1

= V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
ωε2(w)

ω2 − ε2(w)
≈ 3t2

ω
+

15t4

ω3
+

78t6

ω5
+ ...,

ω ≈ U1

(
1 +

5t2

ω2
+

26t4

ω4

)
.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì

E3 = U1 +
5t2

U1

− 24t4

U3
1

+ ... . (81)

3.2.3 Óðàâíåíèå (60)

Òåïåðü ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ôóíêöèþ

Γ3(ω) =
1− 6t2

U1ω

ω2 − 9t2
.
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Èìååì

V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
1

ω2 − ε2(w)
=

1− 6t2

U1ω

ω2 − 9t2
,

6t2

U1ω
= V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2

(
1− ω2 − 9t2

ω2 − ε2(w)

)
= V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
9t2 − ε2(w)

ω2 − ε2(w)
,

6t2

U1ω
≈ 1

ω2
(9t2 − 3t2) +

1

ω4
V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
ε2(w)(9t2 − ε2(w)) =

=
6t2

ω2
+

12t4

ω4
.

Îòñþäà

E4 ≈ U1 +
2t2

U1

+ ... . (82)

3.2.4 Ïðèìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ñèëüíî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ëîêà-
ëèçîâàíû âîêðóã ïðèìåñè. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ
(17):

Gαα
nn(ω) = G(0)αα

nn(ω) +G(0)αL
n0 (ω)GLα

0n (ω)U0 +
∑
δ

G(0)αR
nδ (ω)GRα

δn (ω)U1. (83)

Èçâåñòíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñïåêòðà ôóíêöèÿ Ãðèíà âåäåò ñåáÿ
òàê, ÷òî

Gαα
nn(ω) ≈ |Ψn|2

ω − E
, (84)

ãäå qn = |Ψn|2 � âåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí â ýòîé òî÷êå. Òîãäà èç
óðàâíåíèÿ (83) âèäèì, ÷òî

|Ψn|2 = U0G
(0)αL

n0 (ω)Ψ∗0Ψn + U1

∑
δ

G(0)αR
nδ (ω)Ψ∗δΨn, (85)

èëè
Ψn = U0G

(0)Lα
0n (ω)Ψ0 + U1

∑
δ

G(0)Rα
δn (ω)Ψδ. (86)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè G(0)Lα
0n (ω), G(0)Rα

δn (ω). Íà ñòðàíèöå 13 áûëè äî-
êàçàíû ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ýíåðãèþ
êâàçè÷àñòèö. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (13, 14) äëÿ áåñïðèìåñíûõ ôóíêöèé
Ãðèíà, ìîæåì ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè |ω| > 3t

G(0)αβ
nm(ω) = (−1)δαβ

∞∑
k=0

tk

ωk+1
Παβ

m,n(k). (87)
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Èññëåäóåì âîïðîñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Êîëè÷åñòâî ïóòåé äëèíû k,
ñîåäèíÿþùèõ äâå òî÷êè, íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì îáùåå ÷èñëî ïóòåé,
âûõîäÿùèõ èç îïðåäåëåííîé òî÷êè è èìåþùèõ ýòó äëèíó. Ïî-äðóãîìó,

Παβ
m,n(k) ≤ 3k. (88)

Òîãäà ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà
çàïèñûâàåòñÿ êàê |ω| > 3t. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îíî æå ÿâëÿåòñÿ è íåîáõî-
äèìûì. Îòñþäà ïî ôîðìóëå Êîøè-Àäàìàðà ïîëó÷èì

Παβ
m,n(k) = φαβm,n(k)3k, k

√
φ(k)→ 1. (89)

Çàìåòèì, ÷òî ÷åì äàëüøå òî÷êè íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà, òåì áîëüøå
ïîðÿäîê ÷ëåíà, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ðÿä. Òîãäà, åñëè |ω| � 3t, òî

Ψn ≈ U0Ψ0
tl

ωl+1
ΠL,α

0,n (l) + U1Ψδ
tl1

ωl1+1
ΠR,α
δl,n

(l1). (90)

Çäåñü l, l1 � ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ îò äàííîãî àòîìà äî ïðèìåñè è
ëþáîãî åå áëèæàéøåãî ñîñåäà ñîîòâåòñòâåííî.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì p-ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ íèõ Ψ0 = 0, è òîãäà

|Ψn| ≈
∣∣∣∣U1Ψδ

tl1

ωl1+1

∣∣∣∣ΠR,α
δl,n

(l1) = |Ψδ|

(
3t l1
√
φ(l1)

|U1|

)l1

≤ |Ψδ|
(

3t

|U1|

)l1
, (91)

òàê êàê E3 ≈ E4 ≈ U1, òî åñòü âåðîÿòíîñòü ñïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì ýêñïî-
íåíöèàëüíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì s-ñîñòîÿíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ E1 ïðèìåíèìû òå
æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ p-ñîñòîÿíèé. Ïðîáëåìà âîçíèêàåò ñî ñëà-
áî îòùåïëåííûì ñîñòîÿíèåì E2. Ïîñìîòðèì, êàê âåäóò ñåáÿ ôóíêöèè
GL,L

0,0 , G
R,R
δ,δ ïðè ω ≈ E2:
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∆(ω)

ω − E2

≈ U1

3t2
(E2 − U0)(−2E2Γ(E2)− E2

2Γ′(E2)) +
U1

3t2
(1− E2

2Γ(E2))−

−U0E2Γ
′(E2)− U0Γ(E2) ≈ −

U1U0

3t2

(
−6t

√
3

12πt2
log

δω

t
− 9t2

√
3

12πt2δω

)
+

+
U1

3t2

(
1 + 9t2

√
3

13πt2
log

δω

t

)
+ 3tU0

√
3

12πt2δω
+ U0

√
3

12πt2
log

δω

t
≈

≈ U1U0

3t3

(
3
√

3

4π
e

4
√
3π
9 − 2

3

)
;

∆1(E2) =
U1

3t2
+ E2Γ(E2)

(
1− U1E2

3t2

)
≈ −U1

9t2
e−

4
√
3π
9 ,

GLL
00 (ω) ≈ − t

3U0

e−
4
√
3π
9

3
√
3

4π
e

4
√
3π
9 − 2

3

1

ω − E2

;

∆2 =
1

3t
(1− (3t+ te−

4
√
3π
9 )2Γ(E2)) ≈ −

1

3t
6t2e−

4
√
3π
9

1

9t2
= − 2

9t
e−

4
√
3π
9 ,

GLR
0δ (ω) ≈ − 2t2

3U0U1

e−
4
√
3π
9

3
√
3

4π
e

4
√
3π
9 − 2

3

1

ω − E2

;

D ≈ 3tU0∆2θG
LR
0δ (ω),

GRR
δδ (ω) = − θD

tλθ2
≈ −3U0∆2G

LR
0δ (ω)

λ
,

λ ≈ −3− 3
U1ω

t
∆2 ≈ −2

U1

t
e−

4
√
3π
9 ,

GRR
δδ (ω) ≈ 3U0t

2U1

e
4
√
3π
9

2

9t
e−

4
√
3π
9

2t2

3U0U1

e−
4
√
3π
9

3
√
3

4π
e

4
√
3π
9 − 2

3

1

ω − E2

≈

≈ 2t2

9U2
1

e−
4
√
3π
9

3
√
3

4π
e

4
√
3π
9 − 2

3

1

ω − E2

.

Îòñþäà âèäèì, ÷òî q0, q1 � 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýëåêòðîí ïî÷òè íèêîãäà
íå íàõîäèòñÿ íà öåíòðàëüíûõ àòîìàõ, è ïðèáëèæåíèå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
íåïðèìåíèìî.

3.2.5 Âëèÿíèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýíåðãèÿìè íà ðåøåíèÿ

Èññëåäóåì, êàê áóäóò ìåíÿòüñÿ ýíåðãèè p-ñîñòîÿíèé ïðè ïðèáëèæåíèè
U1 ê −3t. Êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ ïî âèäó ôóíêöèé Γ2(ω),Γ3(ω), ðåøåíèÿ
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E3, E4 ïðè ýòîì áóäóò ïåðåäâèãàòüñÿ áëèæå ê −3t. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
óñëîâèå (91) ñòàíîâèòñÿ ïðè ýòîì íåïðèìåíèìûì, òî åñòü ìîæíî îæè-
äàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ïåðåñòàíåò áûòü ëîêàëèçîâàííûì íà íåáîëüøîì êî-
ëè÷åñòâå àòîìîâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû îæèäàåì ïî ôèçèêå
çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì òåïåðü s-ñîñòîÿíèÿ. Âûâîä äëÿ ýíåðãèè E1 ñëàáî ìåíÿ-
åòñÿ, åñëè U1 ïðèáëèæàåòñÿ ê −3t, à −U0 îñòàåòñÿ áîëüøèì. Íà ëîêàëè-
çàöèþ ñîñòîÿíèÿ ýòî òîæå íå âëèÿåò. Èçìåíåíèå U0, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñèëüíî ìåíÿåò ðåøåíèÿ. E1 ïåðåäâèãàåòñÿ áëèæå ê êðàþ çîíû, à E2 â
íåêîòîðûé ìîìåíò èñ÷åçàåò âîîáùå.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ëîêàëèçàöèè
ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî

−U0 � 3t, |U0 − U1| ∼ |U0|, (92)

à äëÿ ñîñòîÿíèé E3, E4:
−U1 � 3t. (93)

3.3 Ðåçîíàíñíûå ñîñòîÿíèÿ

Ðàíåå ìû ðàññìîòðåëè ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â çàäà÷å âíå
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ïî÷òè ñâÿçàííûå ñîñòîÿ-
íèÿ, èëè ðåçîíàíñû, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ âíóòðè çîíû (ïîäðîáíåå
î ðåçîíàíñàõ: [7]). Íàì íóæíî èññëåäîâàòü çàäà÷ó íà èõ íàëè÷èå.

3.3.1 Óñëîâèÿ íà ñóùåñòâîâàíèå è ëîêàëèçàöèþ ðåçîíàíñîâ â
ïðîñòðàíñòâå

Ïðåæäå ÷åì èñêàòü ðåçîíàíñíûå ñîñòîÿíèÿ, èçó÷èì âîïðîñ î òîì, êàêèì
óñëîâèÿì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðåçîíàíñ, ÷òîáû ïðèáëèæåíèå, â êîòî-
ðîì ìû ðàáîòàåì, áûëî ïðèìåíèìûì äëÿ íåãî. Ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñà
â òî÷êå ω0 èìååò ñìûñë çàïèñàòü ÷àñòîòíûå ôóíêöèè Ãðèíà â ôîðìå

Gαβ
nm(ω) =

Zαβ
nm(ω)

ω − ω0 + iγ(ω)
, (94)

ãäå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè
=γ(ω) = 0. (95)

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà

Gαβ
nm(ω) ≈ Zαβ

nm(ω0)

ω − ω0 + iγ(ω0)
. (96)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî âûïîëíÿëîñü, íóæíî, ÷òîáû γ(ω) è Z(ω) ìåíÿëèñü
íå î÷åíü ñèëüíî â îêðåñòíîñòè ω0.

Äîïóñòèì, ÷òî ðåçîíàíñíîå ñîñòîÿíèå ïîÿâëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå òî÷íî-
ãî óðàâíåíèÿ Äàéñîíà (16):

Gαβ
nm(ω) = G(0)αβ

nm(ω) +
∑
γ,p

G(0)αγ
np(ω)Uγ

pG
γβ
pm(ω).

Òàê æå êàê è â ñëó÷àÿõ îòùåïëåííûõ ñîñòîÿíèé, ìû ìîæåì çàìåíèòü
ýòî óðàâíåíèå ïðèáëèæåííûì

Gαβ
nm(ω) = G(0)αβ

nm(ω) +G(0)αL
n0 (ω)U0G

Lβ
0m(ω) +

∑
δ

G(0)αR
nδ (ω)U1G

Rβ
δm(ω),

åñëè ôóíêöèè Gαβ
nm(ω) áûñòðî ñïàäàþò ïðè óäàëåíèè óçëà n îò öåíòðà.

Ýòî äîëæíî ïðîèñõîäèòü â òîé îáëàñòè, ãäå ðàñïîëîæåí ðåçîíàíñ.
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (94) íå äî êîíöà ôèêñèðóåò âûáîð

ôóíêöèé γ è Z. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ GLL
00 (ω) (èëè

GRR
δ1δ1

(ω) äëÿ p-ñîñòîÿíèé). Ïîñêîëüêó íàì èíòåðåñíî ïîâåäåíèå ôóíêöèé
â îêðåñòíîñòè ω0, ìîæíî ïîëîæèòü =(ZLL

00 (ω)/ZLL
00 (ω0)) = 0. Òåïåðü âñå

ôóíêöèè Zαβ
nm(ω), à òàêæå ôóíêöèÿ γ(ω), áóäóò ôèêñèðîâàíû îêîí÷à-

òåëüíî.
ßâíûé âèä ôóíêöèè γ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòââîì àðãóìåíòîâ ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (94). Ôóíêöèè æå ZLL
00 (ω) ôèêñèðóåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì ìîäóëåé. Ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûé âèä äëÿ íèõ:

ZLL
00 (ω) = iGLL

00 (ω0)

∣∣∣∣ GLL
00 (ω)

GLL
00 (ω0)

∣∣∣∣√(ω − ω0)2 + γ2(ω). (97)

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïîëó÷èòü óñëîâèå íà ñóùåñòâîâàíèå ðåçîíàíñà â
òî÷êå ω0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíèìóþ ÷àñòü îò óðàâíåíèÿ (94) â íó-
ëåâîì óçëå. Ïîëó÷àåì

=GLL
00 (ω) =

=ZLL
00 (ω)(ω − ω0)−<ZLL

00 (ω)γ(ω)

(ω − ω0)2 + γ2(ω)
. (98)

Ïîëó÷åííàÿ ìíèìàÿ ÷àñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äëÿ
ñèñòåìû, óìíîæåííîé íà âåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí íà ýòîì óçëå (îáî-
çíà÷èì ýòî ïðîèçâåäåíèå êàê ν0(ω)). Â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà îíà äîëæ-
íà èìåòü âèä ëîðåíöèàíû. Îòñþäà âèäèì, ÷òî óñëîâèå íà íàëè÷èå ðåçî-
íàíñà â òî÷êå äîëæíî âûïèñûâàòüñÿ â âèäå

=ZLL
00 (ω0) = 0, (99)
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èëè
<GLL

00 (ω0) = 0, (100)

÷òî àíàëîãè÷íî.
Äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà íóëåâîãî óçëà ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå

GLL
00 (ω) =

∆1(ω)

∆(ω)
=
|∆1(ω)|2

∆(ω)∆∗1(ω)
. (101)

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå íàëè÷èÿ ðåçîíàíñà â òî÷êå èìååò
âèä

< (∆(ω0)∆
∗
1(ω0)) = 0. (102)

Äëÿ p-ñîñòîÿíèé óñëîâèå àíàëîãè÷íî è âûïèñûâàåòñÿ â âèäå

< (γ0(ω0)γ
∗
1(ω0)) = 0. (103)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàæå åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ïðåæäå ÷åì
ìû ñìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êå ω0 äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò ðåçîíàíñ,
ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí ëîêàëèçîâàííûì íà ìàñøòàáàõ
çîíû, íå ìåíÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ γ(ω) ñëèøêîì áûñòðî â åãî îêðåñòíîñòè,
è, êðîìå òîãî, ñîîòâåòñòâóåò ëè îí ïðèáëèæåíèþ ñèëüíîé ëîêàëèçàöèè,
â êîòîðîì ìû ðàññìàòðèâàåì íàøó çàäà÷ó.

3.3.2 Øèðèíà ðåçîíàíñà

Â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà âåðíî ðàâåíñòâî

GLL
00 (ω) =

|∆1(ω)|2

C(ω)(ω − ω0) + i= (∆(ω)∆∗1(ω))
. (104)

Çäåñü C(ω) � íåêîòîðàÿ íåñèíãóëÿðíàÿ â ω0 ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî,

GLL
00 (ω) ≈ |∆1(ω0)|2

< (∆(ω0)∆∗1(ω0))
′ (ω − ω0) + i= (∆(ω0)∆∗1(ω0))

. (105)

Îòñþäà âèäèì, ÷òî

ZLL
00 (ω0) ≈

|∆1(ω0)|2

< (∆(ω0)∆∗1(ω0))
′ , γ(ω0) ≈

= (∆(ω0)∆
∗
1(ω0))

< (∆(ω0)∆∗1(ω0))
′ . (106)

Îò òîãî, êàêîé âåëè÷èíû áóäåò γ(ω0), çàâèñèò, íàñêîëüêî øèðîê ðåçî-
íàíñ. Â ñàìîì äåëå, ìíèìàÿ ÷àñòü ôóíêöèè GLL

00 (ω) ñïàäàåò íàïîëîâèíó
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ïðè δω ∼ |γ(ω0)|. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óñëîâèå íà òî, ÷òîáû ðåçîíàíñû áûëè
óçêèìè, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå∣∣∣∣ = (∆(ω0)∆

∗
1(ω0))

< (∆(ω0)∆∗1(ω0))
′

∣∣∣∣� t. (107)

Äëÿ p-ñîñòîÿíèé èìååì àíàëîãè÷íîå óñëîâèå∣∣∣∣ = (D∗(ω0)θ(ω0)λ(ω0))

< (D∗(ω0)θ(ω0)λ(ω0))
′

∣∣∣∣� t. (108)

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ (105) äîëæíà ñîäåðæàòü â çíàìåíàòåëå
åùå îäíî ñëàãàåìîå âèäà = (∆(ω0)∆

∗
1(ω0))

′ (ω−ω0) � ëèíåéíóþ ïîïðàâêó
îò ìíèìîé ÷àñòè. Åñëè îíà îêàæåòñÿ áîëüøîé, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî γ(ω) áûñòðî ìåíÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ω0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå íåò ðåçîíàíñà. Òîãäà ïîëó÷àåì åùå îäíî óñëîâèå:∣∣∣∣= (∆(ω0)∆

∗
1(ω0))

′

< (∆(ω0)∆∗1(ω0))
′

∣∣∣∣� 1. (109)

Èññëåäóåì, â êàêèõ ýíåðãèÿõ äîëæåí ëåæàòü ðåçîíàíñ, ÷òîáû îí áûë
ëîêàëèçîâàííûì ïî ýíåðãèÿì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì s-ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ íèõ

γ =
<∆1=∆−=∆1<∆

(<∆<∆1 + =∆=∆1)
′ . (110)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ∆,∆1, ïîëó÷àåì

γ = −πν(ω)

2

[(
U1

3t2
(1− ω2Γ̃(ω)) + ωΓ̃(ω)

)(
−U0 − ω

U1

3t2
(ω − U0)

)
−

−
(
U1

3t2
(1− ω2Γ̃(ω))(ω − U0)− U0ωΓ̃(ω) + 1

)(
1− ω U1

3t2

)]
/

/

[(
U1

3t2
(1− ω2Γ̃(ω))(ω − U0)− U0ωΓ̃(ω) + 1

)
×

×
(
U1

3t2
(1− ω2Γ̃(ω)) + ωΓ̃(ω)

)
+

+

(
πν(ω)

2

)2(
1− U1

3t2
ω

)(
−U0 − ω

U1

3t2
(ω − U0)

)]′
. (111)
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Ïåðåïèñûâàÿ ýòî èíà÷å, ïîëó÷àåì

γ = −πν(ω)

2

[
− 1 + Γ(ω)ω2U0U1

3t2

(
1− ω U1

3t2

)]
/

/

[(
U1

3t2
(1− ω2Γ̃(ω))(ω − U0)− U0ωΓ̃(ω) + 1

)
×

×
(
U1

3t2
(1− ω2Γ̃(ω)) + ωΓ̃(ω)

)
+

+

(
πν(ω)

2

)2(
1− U1

3t2
ω

)(
−U0 − ω

U1

3t2
(ω − U0)

)]′
. (112)

Çäåñü ïîä Γ̃(ω) ïîäðàçóìåâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Γ(ω).
Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ ω |γ(ω)| áóäåò ìàëî. Ñëà÷àëà ðàññìîòðèì çíà-

÷åíèÿ ýíåðãèè, áëèçêèå ê öåíòðó çîíû. Ïðè |ω| � t

γ ≈
√

3

3t2
|ω| 1((

−U1U0

3t2
+ ω U1

3t2
− U0ωΓ(ω) + 1

) (
U1

3t2
+ ωΓ(ω)

))′ ≈
≈
√

3

3t2
|ω| 1(

U1

3t2
− U0Γ(ω)

)
U1

3t2
+
(
1− U0U1

3t2

)
Γ(ω)− 2U0U1

3t2
2
√
3

3πt2

≈

≈
√

3

3t2
|ω| 1

U1

9t4

(
U1 − 4

√
3

π
U0

)
+
(
1− 2U0U1

3t2

) [
2
√
3

3πt2
log |ω|

t
+ c

t2

] . (113)

Âèäèì, ÷òî, â ïðèíöèïå, ïðè ýòèõ ýíåðãèÿõ ñóùåñòâîâàíèå ðåçîíàíñà
âîçìîæíî.

Äàëåå, ðåçîíàíñ âîçìîæåí â îáëàñòÿõ, áëèçêèõ ê ñèíãóëÿðíîñòÿì çíà-
ìåíàòåëÿ. Îíè ïðèñóòñòâóþò â òî÷êàõ±t è±3t. Òàêæå íóæíî ïðîâåðèòü,
ïðè êàêèõ çíà÷èåíÿõ ω îáíóëÿåòñÿ ÷èñëèòåëü.

Ïðè ω ∼ ±t

γ = 2πt(ω ∓ t)
−1 + 1

3
Γ(t)U0U1

(
1∓ U1

3t

)(
1∓ U1

3t

) (
−U0 ∓ U1

3t
(±t− U0)

) , (114)

÷òî òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Àíàëîãè÷íîå ïîêàçûâàåòñÿ äëÿ ω ∼ ±3t.
Èññëåäóåì òåïåðü âîïðîñ îá îáíóëåíèè ÷èñëèòåëÿ. Ïîëó÷àåì óðàâíå-

íèå:

Γ(ω) =
3t2

ω2U0U1

1

1− ω U1

3t2

. (115)

×òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, íóæíî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå ïðèìåðíî
âûïîëíÿëîñü íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ íà ýíåðãèè.
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Ðàññìîòðèì p-ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ íèõ çíà÷åíèå γ àíàëîãè÷íî:

γ ≈ =(λθD∗)
<(λθD∗)′

. (116)

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå s-ñîñòîÿíèé, ýòî çíà÷åíèå ìàëî ïî âåëè÷èíå
â îêðåñòíîñòÿõ íóëåé ÷èñëèòåëÿ (â ÷àñòíîñòè, òî÷êè 0) è îñîáûõ òî÷åê
çíàìåíàòåëÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ ±t, ±3t.

Óñëîâèå (109) îòñåêàåò íóëè ÷èñëèòåëÿ, êðîìå òîãî, ÷òî íàõîäèòñÿ â
öåíòðå çîíû, íî ðàáîòàåò äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ.

3.3.3 Ïîèñê ðåçîíàíñîâ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà s-ñîñòîÿíèÿ ïðè ýíåðãèÿõ, áëèçêèõ ê íóëþ. Óðàâíå-
íèå íà ðåçîíàíñû:(

ω2Γ2(ω) +
π2

4
ν2(ω)

)(
1− ω U1

3t2

)(
−U1

3t2
ω2 − U0

(
1− ω U1

3t2

))
+

+ Γ(ω)ω

(
2

[
U1

3t2

]2
ω(U0 − ω) + 1− U0U1

3t2

)
+

+
U1

3t2

(
U1

3t2
(ω − U0) + 1

)
= 0. (117)

Èññëåäóåì, âîçìîæíî ëè ñóùåñòâîâàíèå ðåçîíàíñîâ ïðè ìàëûõ ýíåð-
ãèÿõ. Åñëè îíè ñóùåñòâóþò, òî

0 ≈ Γ(ω)ω

(
1− U0U1

3t2

)
+
U1

3t2

(
1− U0U1

3t2

)
, (118)

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ω log
|ω|
t
≈ − π

2
√

3
U1. (119)

ÅñëèQ(x) � òàêàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîéQ(x) logQ(x) = x èQ(0) = 0,
òî

ω = −tQ
(
−π|U1|

2
√

3t

)
. (120)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ:

|U1| � t. (121)
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Ïóñòü òåïåðü ω ∼ ±t. Òîãäà

0 ≈ π2

4
ν2(ω)

(
1− ω U1

3t2

)(
−U1

3t2
ω2 − U0

(
1− ω U1

3t2

))
+

+
U1

3t2

(
U1

3t2
(ω − U0) + 1

)
. (122)

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ν2(ω) ≈ − 4

π2

U1

3t2

(
U1

3t2
(±t− U0) + 1

)(
1∓ U1

3t

) (
−U1

3
− U0

(
1∓ U1

3t

)) (123)

Åñëè |U0|, |U1| � t, òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Â îáðàòíîì
æå ñëó÷àå

ν(ω) ≈ − 1

2π2t
log
∣∣∣ω
t
∓ 1
∣∣∣ ≈ 2

πt

1√
1 + 3U0

U1

. (124)

Îòñþäà

|ω ∓ t| ≈ t exp

− 4π√
1 + 3U0

U1

 . (125)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ÷åòûðå ðåçîíàíñíûõ ñîñòîÿíèÿ. Óñëîâèÿ
èõ ñóùåñòâîâàíèÿ:

|U1| < |U0| � t. (126)

Ïîäóìàåì, èìåþò ëè ýòè ñîñòîÿíèÿ êàêîé-ëèáî ñìûñë. Èõ ëîêàëèçàöèÿ
ïî ýíåðãèÿì:

|γ| ≈ 2πt|δω| 1

−U0 ∓ U1/3
(127)

Ýêñïîíåíòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, íå ìåíüøèå 0.05. Îòñþäà âèäèì, ÷òî ó
íàñ íå ïîëó÷èòñÿ ñäåëàòü |γ| ìàëûì, è ïèêè áóäóò ñëèøêîì ðàçìàçàííû-
ìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñàìè.

Òåïåðü èññëåäóåì ñëó÷àé ω ∼ ±3t. Óðàâíåíèå íà ñîñòîÿíèÿ â ýòîì
ñëó÷àå èìååò âèä

0 ≈ 9t2Γ2(ω)

(
1∓ U1

t

)(
−3U1 − U0

(
1∓ U1

t

))
±

± 3tΓ(ω)

(
±2U2

1

3t3
(U0 ∓ 3t) + 1− U0U1

3t2

)
+

+
U1

3t2

(
U1

3t2
(±3t− U0) + 1

)
. (128)
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Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà ãëóáîêàÿ, òî

0 ≈ 9Γ2(ω)t4 + 2Γ(ω)t2 − 1

9
. (129)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî

Γ(ω)t2 ≈ −1±
√

2

9
(130)

Ïîäõîäèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü:

δω ≈ t exp

(
−4
√

3π

√
2− 1

9

)
. (131)

Âèäèì, ÷òî ýòè ðåçîíàíñû íå ïîäõîäÿò, ïîñêîëüêó ñèëüíî ðàçìàçàíû ïî
ýíåðãèÿì.

Ïóòü òåïåðü ÿìà, íàîáîðîò, ìåëêàÿ. Òîãäà

Γ(ω) ≈ ∓ 1

3t (−3U1 − U0)
, (132)

òî åñòü ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü òîëüêî ó íèæíåãî êðàÿ çîíû (òàê êàê Γ(ω)
ïîëîæèòåëüíàÿ). Ïîëó÷àåì, ÷òî

δω ≈ t exp

(
− 4π

√
3t

3 (−3U1 − U0)

)
. (133)

Ýòî ñîñòîÿíèå, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî, ìàëî ðàçìàçàíî ïî ýíåðãèÿì:

γ ≈ −πδω
2

U0U1

(U0 + 3U1)t
. (134)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàì íóæíî áóäåò èññëåäîâàòü, íàñêîëüêî îíî ðàçìàçàíî
ïî ïðîñòðàíñòâó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü p-ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèå íà íèõ èìååò âèä

<θ<λ<D −=θ=λ<D + <θ=λ=D + =θ<λ=D = 0. (135)

Îïÿòü ïî ïîðÿäêó ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ω.
Åñëè ω ≈ 0, òî óñëîâèå ðàñïàäàåòñÿ íà óñëîâèÿ <θ = 0, <λ = 0,

<D = 0. Ïåðâîå èç íèõ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

t2Γ(ω) ≈ 2t2

3U1ω
, (136)
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îòêóäà

ω log
|ω|
t
≈ πt2√

3U1

. (137)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðåøåíèå èìååò âèä

ω ≈ tQ

(
πt√
3U1

)
. (138)

Ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî òîãäà, êîãäà t� |U1|.
Ïóñòü òåïåðü <λ = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

0 ≈ −3− U1ω

t2
. (139)

Îòñþäà

ω ≈ −3t2

U1

. (140)

Òàê æå, êàê è â ïðîøëîì ñëó÷àå, ýòî ðåøåíèå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî â
ãëóáîêèõ ÿìàõ.

Òåïåðü ïóñòü <D = 0. Òîãäà

0 ≈ Γ(ω)
ω

t

(
18t2 + 9U1ω

)
+ U0

1

3t
(
−U1U0

3t2
+ 1− U0ωΓ(ω) + ω U1

3t2

)×
×
(

6− U1ω

t2
− 9U1ωΓ(ω)

)
. (141)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ω log
|ω|
t
≈ πt2

√
3

9 (U1 − 2t2/U0)
. (142)

Åñëè |U0|, |U1| � t, òî

ω ≈ tQ

(
πt
√

3

9U1

)
. (143)

Â ñëó÷àå æå, êîãäà |U0|, |U1| � t, âåðíî

ω ≈ −tQ

(
π
√

3U0

18t

)
. (144)

Ïóñòü òåïåðü ω ≈ ±t. Ñíà÷àëà èññëåäóåì ñëó÷àé |U0|, |U1| � t. Â ýòîì
ñëó÷àå

λ ≈ ∓U1

t
(1− t2Γ(ω)), (145)

θ ≈ ±U1

t
(−1− 8t2Γ(ω)), (146)
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D ≈ U1

t
− 8t3U1Γ

2(ω) ± 7U1tΓ(ω) ± (1 + 8t2Γ(ω))(1 − t2Γ(ω)). (147)

Óðàâíåíèå <(λθD∗) = 0 òîãäà ñâîäèòñÿ ê âèäó

− 8t2U2
1 (=Γ(ω))2

(
8t3U1(=Γ(ω))2 ± 8t4(=Γ(ω))2

)
−

− U2
1

(
−8(U1 ± t)t3Γ(ω)=Γ(ω)± 7(U1 + t)t=Γ(ω)

)
×

×
[
8(1− t2Γ(ω))=Γ(ω)−=Γ(ω)(1 + 8t2Γ(ω))

]
≈ 0. (148)

Îòñþäà

− 64t4 (=Γ(ω))2 (U1 ± t)−
−
(
−8(U1 ± t)t2Γ(ω)± 7(U1 + t)

) [
7− 16t2Γ(ω)

]
≈ 0. (149)

Â èòîãå,

=Γ(ω) ≈ 1

8t2

√
(8t2Γ(ω)∓ 7) [7− 16t2Γ(ω)]. (150)

Âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íå áóäóò ëîêàëèçîâàíû ïî ýíåðãè-
ÿì, òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîðÿäêà åäèíèöû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü |U0|, |U1| � t. Òîãäà

λ ≈ −3± U1tΓ(ω), (151)

θ ≈ 6∓ 8U1tΓ(ω), (152)

D ≈ U1

t
− 8t3U1Γ

2(ω)± 18t2Γ(ω)−

− U0(−1 + t2Γ(ω))(6∓ 8U1tΓ(ω))
1
3t

(1− t2Γ(ω))

1∓
(
U1

3
+ U0

)
tΓ(ω)

. (153)

Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ýíåðãèþ. Ñîêðàùàÿ ïðîñòûå è äëèííûå
âûêëàäêè, ïîëó÷èì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.

Òåïåðü, íàêîíåö, ïóñòü ω ∼ ±3t. Òîãäà

λ ≈ −3± 27U1tΓ(ω), (154)

θ ≈ 6− U1ω

t2
, (155)

D ≈ ±27tΓ(ω)(2t∓ 3U1) +

(
2∓ U1

t

)
27t3U0Γ(ω)

∓tU0 − U1(±3t− U0)
. (156)
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Îáíóëåíèå <(λθD∗) òîãäà ñëåäóåò èç îáíóëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè
êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé. Óðàâíåíèå <λ = 0 íå äàåò êîðíåé, <λ = 0
ïðèâîäèò ê êîðíþ

δω ≈ t exp

(
4π
√

3t

9U1

)
(157)

ó âåðõíåãî êðàÿ çîíà, à óñëîâèå <D = 0 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

0 ≈ ±Γ(ω) +
tU0Γ(ω)

∓tU0 − U1(±3t− U0)
(158)

è òîæå íå èìååò ðåøåíèé.

3.3.4 Èññëåäîâàíèå ëîêàëèçàöèè ðåçîíàíñîâ

Â ýòîì ðàçäåëå íàì íóæíî ïîíÿòü, êàêèå èç íàéäåííûõ ðåçîíàíñîâ óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëîêàëèçàöèè íà íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå óçëîâ, â êî-
òîðîì îíè è áûëè íàéäåíû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òî÷íîå âûðàæåíèå
äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà, âûðàæåííûõ ÷åðåç áåñïðèìåñíûå ôóíêöèè Ãðèíà è
Γ(ω). Âûïèøåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ íèõ:

Gαβ
nm = G(0)αβ

nm +G(0)αL
n0U0G

(0)Lβ
0m +

∑
δ

G(0)αR
nδ U1G

(0)Rβ
δm+

+G(0)αL
n0U0

∆1

∆
U0G

(0)Lβ
0m +G(0)αL

n0U0
∆2

∆
U1

∑
δ

G(0)Rβ
δm+

+
∑
δ

G(0)αR
nδ U1

∆2

∆
U0G

(0)Lβ
0m +

∑
δ

G(0)αR
nδ U1

γ1
γ0
U1G

(0)Rβ
δm+

+
∑
δ 6=δ′

G(0)αR
nδ U1

γ2
γ0
U1G

(0)Rβ
δ′m. (159)

Â ñëó÷àå s-ñîñòîÿíèé, íàì íóæíî èññëåäîâàòü, êàê ýòè ôóíêöèè ìåíÿ-
þòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèÿì íóëåâîãî óçëà, à â ñëó÷àå p-ñîñòîÿíèé
� ïî îòíîøåíèþ è ôóíêöèÿì åãî áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Ìû ðàññìîòðèì óñëîâèÿ íà ïðèìåðå s-ñîñòîÿíèé, ïîíèìàÿ, ÷òî â ñëó-
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÷àå p-ñîñòîÿíèé âñ¼ â äîñòàòî÷íîé ìåðå àíàëîãè÷íî. Â äàííîì ñëó÷àå

Gαβ
nm

GLL
00

= G(0)αβ
nm

∆

∆1

+

+G(0)αL
n0U0G

(0)Lβ
0m

∆

∆1

+
∑
δ

G(0)αR
nδ U1G

(0)Rβ
δm

∆

∆1

+

+G(0)αL
n0U

2
0G

(0)Lβ
0m +G(0)αL

n0U0
∆2

∆1

U1

∑
δ

G(0)Rβ
δm+

+
∑
δ

G(0)αR
nδ U1

∆2

∆1

U0G
(0)Lβ

0m +
∑
δ

G(0)αR
nδ U1

γ1
γ0

∆

∆1

U1G
(0)Rβ

δm+

+
∑
δ 6=δ′

G(0)αR
nδ U1

γ2
γ0

∆

∆1

U1G
(0)Rβ

δ′m. (160)

×òîáû ýòî îòíîøåíèå ñïàäàëî ïðè óäàëåíèè óçëîâ îò öåíòðà, íóæíî,
÷òîáû áåñïðèìåñíûå ôóíêöèè íà äîâîëüíî íåáîëüøîì óäàëåíèè îò öåí-
òðà óæå áûëè ìàëû (â òîì ÷èñëå, ïî ñðàâíåíèþ ñ U0, U1) è ∆/∆1 áûëà
ìàëà. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì
ôóíêöèè Ãðèíà â ðåçîíàíñå, ãäå îíè ÷èñòî ìíèìû è âåëèêè ïî ìîäóëþ.
Ïåðâîå æå óñëîâèå íóæíî èññëåäîâàòü îòäåëüíî.

Ðàññìîòðèì áåñïðèìåñíûå ôóíêöèè Ãðèíà, ñîäåðæàùèå óçëû îäíîãî
òèïà (òî åñòü LL èëè RR). Åñëè óçëû íå ñîâïàäàþò, òî äëÿ íèõ âåðíî,
÷òî

G(0)ββ
nm(ω) = V

∫
B.Z.

d2w

(2π)2
eiw(rβm−rβn) ω

(ω + i0)2 − ε2(w)
=

=

∫ 3t

−3t
dε
ν(ε)

2

〈
eiw(rβm−rβn)

〉
ε

ω − ε+ i0
. (161)

Çäåñü óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âîëíîâûì âåêòîðàì, ëåæàùèì íà íåêî-
òîðîé èçîýíåðãèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè äëÿ ñïåê-
òðà â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, êîòîðûå áûëè âûïèñàíû âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî
ïðè |ω| � t èçîýíåðãèòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè îáðàçóþò äâå îêðóæíîñòè ñ
öåíòðàìè â òî÷êàõ Äèðàêà, à ó êðàåâ çîíû � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
íóëå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî

G(0)ββ
nm(ω) ≈ −i

√
3

3t2
|ω| cos

((
yβm − yβn

)
wD
)
H±0

(
|ω|
vf
|rβm − rβn|

)
, (162)

à âî âòîðîì � ÷òî

G(0)ββ
nm(ω) ≈ −

√
3i

2t
H∓0

(√
2

(
1− |ω|

3t

)
|rβm − rβn|

a

)
, (163)
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ãäåH±0 (x) � ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôóíêöèè Ãàíêåëÿ. Âåðõíèé çíàê âûáèðàåòñÿ
ïðè ω > 0 è íàîáîðîò.

Ôóíêöèè, ñâÿçûâàþùèå ðàçíûå óçëû, ìîæíî çàïèñàòü êàê

G(0)ββ
nm(ω) = − t

ω

∑
〈p〉

G(0)ββ
pm(ω), (164)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîñåäÿì n.
Ðàññìîòðèì â ñëó÷àå ìàëûõ ýíåðãèé, íàñêîëüíû âåëèêè áåñïðèìåñ-

íûå ôóíêöèè, ñîåäèíÿþùèå äâà óçëà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè ìàëûõ àð-
ãóìåíòàõ, êîòîðûå äëÿ íàñ è âàæíû, ôóíêöèè Ãàíêåëÿ âåäóò ñåáÿ êàê
ëîãàðèôì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ñïàäàþùåé ïî ìîäóëþ ôóíêöè-
åé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè áóäóò äîñòàòî÷íî
ìàëûìè ïî äðóãîé ïðè÷èíå.

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèè, ñîåäèíÿþùèå óçëû îäíîãî òèïà, ìàëû, òàê
êàê ñîäåðæàò ìàëûé ìíîæèòåëü |ω|. Â ñàìîì äåëå,

|G(0)ββ
nm(ω)| . 2

√
3

3πt2
|ω| log

|ω|
t
. (165)

Ôóíêöèè, ñîåäèíÿþùèå óçëû ðàçíîãî òèïà, ïîäîáíîãî ìíîæèòåëÿ íå
ñîäåðæàò, íî îíè òàêæå ìîãóò îêàçàòüñÿ ìàëûìè. ×òîáû ïîíÿòü ýòî,
îáðàòèì âíèìàíèå íà êîñèíóñ, ñîäåðæàùèéñÿ â ôóíêöèè â êà÷åñòâå ìíî-
æèòåëÿ. Åñëè ðàçáèòü ðåøåòêó íà ñëîè âäîëü îñè y, òî çíà÷åíèÿ êîñèíóñà
áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ ñ ïåðèîäîì â òðè ñëîÿ, ïðèíèìàÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ
1,−1/2,−1/2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä ëîãàðèôìà-
ìè â ñóììå, îáðàçóþùåé ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ðàçíûõ òèïîâ àòîìîâ, áóäåò
ðàâíà íóëþ. Êðîìå òîãî, åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè, ïî êîòîðûì
áåðåòñÿ ñóììà, è ôèêñèðîâàíûì àòîìîì m îáîçíà÷èòü êàê ri, i = 1, 2, 3,
òî âûðàæåíèå log r1 − (1/2) log r2 − (1/2) log r3 ñïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè
ýòèõ ðàññòîÿíèé, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ ñòðåìèòñÿ ê
åäèíèöå.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíèòü ñâåðõó ìîäóëü áåñïðèìåñíîé ôóíêöèè ìîæ-
íî, ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ äëÿ íàèáîëåå áëèçêèõ èíòåðåñóþùèõ íàñ óçëîâ,
à èìåííî, óçëîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òðåòüèìè ñîñåäÿìè äðóã äðóãà. Ðàñ-
ñìîòðèì ýòîò ñëó÷àé:

G(0)R L
3δ,0 (ω) ≈ ∓2

√
3

3πt
log

 3√√
3×
√

3/2

 = ∓
√

3

3πt
log 6 ≈

≈ 0.14...× 1

t
. (166)
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Âèäèì, ÷òî êîýôôèöèåíò â ýòîé ôóíêöèè ïîðÿäêà åäèíèöû, è íå çàâèñèò
îò ãëóáèíû ïîòåíöèàëà. Òàêæå â ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà ìîãóò
âîéòè G(0)RL

δ0 (ω) ≈ 1/(3t) è äðóãèå ôóíêöèè òàêîãî òèïà.
Ìû âèäèì, ÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû áåñïðèìåñíûå ôóíêöèè Ãðèíà

ñîâïàäàþò ñ òåìè, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû äëÿ íóëåâîãî óçëà. Èçó÷èì
âûðàæåíèå

GLL
n0 = G(0)LL

n0 +G(0)LL
n0U0G

LL
00 +

∑
δ

G(0)LR
nδ U1G

RL
δ0 . (167)

Äëÿ èçó÷àåìîãî ñîñòîÿíèÿ âåðíî, ÷òî

Γ(ω)ω ≈ −U1

3t2
+

2U0U
2
1

9t4
+ .... (168)

Îòñþäà
GLL

n0

GLL
00

≈ 3t2

2U0U1

cos(wDyn)− 3t3

2U0U1

2
√

3

3πt

∑
δ

log(...). (169)

Âèäèì, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ôóíêöèè Ãðèíà íå òîëüêî íå
óìåíüøàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì åãî, íî, íàîáîðîò, ðàñòóò. Ïîíÿòíî, ÷òî äàí-
íîå ñîñòîÿíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ëîêàëèçîâàííûì.

Ðàññìîòðèì p-ñîñòîÿíèå â ìåëêîé ÿìå. Ìû çíàåì, ÷òî

ωΓ(ω) ≈ −U0

9t2
. (170)

Èññëåäóåì óðàâíåíèå

GLR
nδ

GRR
δδ

≈ G(0)LR
nδ

γ0
γ1

+G(0)LL
n0U0

∆2

∆

γ0
γ1

+G(0)LR
nδ U1 +

∑
δ′ 6=δ

G(0)LR
nδ′U1

γ2
γ1
. (171)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÿìà ìåëêàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

∆2

∆
=

(
U1

t
(ω − U0) +

3t(1− U0ωΓ(ω))

1− ω2Γ(ω)

)−1
≈ 1

3t
, (172)

γ2
γ1

= −B
D
≈

U0

t
+ 2U0

t

−2U0

t
+ 2U0

t

&
t

U1

, (173)

γ0
γ1

= −tλθ
D
≈ 18t

(
−2U0

t
+

2U0

t

)−1
&

t3

U0U1

. (174)

Â äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóëàõ âçÿò ïåðâûé ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïîñëå ñî-
êðàòèâøåãîñÿ.
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Ñíîâà âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðåçêî âîçðàñòàåò ïðè óäà-
ëåíèè óçëà îò öåíòðàëüíîãî. Íà ñàìîì äåëå, ýòî âåñüìà ëîãè÷íî. Ýòî
ðåçîíàíñíîå ñîñòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè îáíóëåíèè äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè
÷èñëèòåëÿ, êîãäà ìíèìàÿ ÷àñòü çíàìåíàòåëÿ ïî÷òè íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì
ñìûñëå, ìû ïîëó÷àåì íå ìàêñèìóì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, à ìèíèìóì.
Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî îòáðàñûâàòü. Ýòè ðàññóæäåíèÿ
ìû ïðèìåíèì, ê ñîñòîÿíèÿì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
äëÿ ãëóáîêîé ÿìû.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà îñòàâøèõñÿ ñîñòîÿíèÿ ó öåíòðà â ãëóáîêîé
ÿìå. Ñíà÷àëà ïóñòü <θ = 0. Ýòî ïðèâîäèò ê êîðíþ

ωΓ(ω) =
2

3U1

− 1

9t
Q

(
πt√
3U1

)
+ ... . (175)

Òîãäà

∆2

∆
= − t

U1U0

, (176)

γ1
γ0

= − D
tλθ
≈ 4

=θ
, (177)

γ1
γ2

= −D
B
≈ 2. (178)

Ðàññìîòðèì îïÿòü

GLR
nδ

GRR
δδ

≈ G(0)LR
nδ

γ0
γ1

+G(0)LL
n0U0

∆2

∆

γ0
γ1

+G(0)LR
nδ U1 +

∑
δ′ 6=δ

G(0)LR
nδ′U1

γ2
γ1
.

Òåïåðü ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

GLR
nδ

GRR
δδ

≈ G(0)LR
nδ U1 + 2U1

∑
δ′ 6=δ

G(0)LR
nδ′ .

Âèäèì, ÷òî íà íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ýòî îòíîøåíèå áîëüøîå. Ñëåäî-
âàòåëüíîå, ñîñòîÿíèå íå ëîêàëèçîâàíî.

Íàêîíåö, ïóñòü <λ ≈ 0. Êîðåíü ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ

ω = −3t2

U1

(1 + ω2Γ(ω)) + ... ≈ −3t2

U1

− 18
√

3t4

πU3
1

log

(
3t2

|U1|

)
. (179)

Çàìåòèì, ÷òî ýòèì óðàâíåíèåì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, ïîñêîëüêó ñàìî îíî
çàäàíî ñ òî÷íîñòüþ ∼ ω3Γ(ω).
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Òåïåðü

∆2

∆
= − t

U0U1

, (180)

γ1
γ0

= − D
λθt
≈ − 1

t=λ(9t2Γ(ω))

(
3t3

U1

Γ(ω)− 9t3Γ(ω)

U1

)
≈ 2

3U1=λ
, (181)

γ1
γ2
≈

3t3

U1
− 9t3

U1

−9t3

U1
+ 27 t3

U1

= −1

3
. (182)

Ñíîâà ñ÷èòàåì, ÷òî

GLR
nδ

GRR
δδ

≈ G(0)LR
nδ

γ0
γ1

+G(0)LL
n0U0

∆2

∆

γ0
γ1

+G(0)LR
nδ U1 +

∑
δ′ 6=δ

G(0)LR
nδ′U1

γ2
γ1
.

Ïîëó÷èì

GLR
nδ

GRR
δδ

≈ G(0)LR
nδ U0 −

3t

2
G(0)LL

n0=λ− 3U1

∑
δ′ 6=δ

G(0)LR
nδ′ . (183)

Ñíîâà ïîíèìàåì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ëîêàëèçîâàòü íåâîçìîæíî.
Äëÿ ñîñòîÿíèé, ëåæàùèõ ó êðàÿ çîíû, áåñïðèìåñíûå ôóíêöèè Ãðè-

íà ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðàëüíîãî àòîìà ïðè
íåáîëüøèõ óäàëåíèÿõ îò íåãî. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ëþáûõ âûðàæåíè-
ÿõ òèïà (167) ïðàâàÿ ÷àñòü ïðàêòè÷åñêè íå áóäåò çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèÿ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ó êðàÿ çîíû ëîêàëèçîâàííûìè áûòü íå ìîãóò.

3.4 Ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû

Èññëåäîâàâ óðàâíåíèÿ (46), (59), (60) äëÿ ýíåðãèé, ëåæàùèõ âíå íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýíåðãèè, ïðèâåäåííûå íèæå, óäîâëå-
òâîðÿþò ýòèì óðàâíåíèÿì:

E1 ≈ U0 +
3t2

U1

U0 + U1

U0 − U1

, (184)

E2 ≈ −3t− e−
4
√
3

9
πt, (185)

E3 ≈ U1 + 5
t2

U1

, (186)

E4 ≈ U1 + 2
t2

U1

. (187)
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Êðîìå òîãî, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
òîãî, ÷òîáû ñîñòîÿíèÿ áûëè ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå, çàïèñûâàåò-
ñÿ êàê |ω| � 3t. Ñðåäè íàéäåííûõ ðåøåíèé òîëüêî âòîðîå íèêîãäà íå
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Ïåðâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëèìûì,
åñëè

|U0| � 3t, |U0 − U1| ∼ |U0| , (188)

à òðåòüå è ÷åòâåðòîå � åñëè

|U1| � 3t. (189)

Âíóòðè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïî÷òè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, èëè ðåçîíàíñîâ. Â óïðîùåííîé çàäà÷å,
ðàññìîòðåííîé íàìè, ñóùåñòâóåò ðÿä ðåçîíàíñíûõ ñîñòîÿíèé ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ýíåãèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàëè âû÷èñëåíèÿ, íå îäíî èç
íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì íà íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå óçëîâ, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàññìîòðåííîå ïðèáëèæåíèå ê íèì íå ïðèìåíèìî. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, áûë íàéäåí ìåõàíèçì, êîòîðûé, â ïðèíöèïå, ìîã ëîêàëèçîâàòü
ðåçîíàíñ íà íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.

Ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷èñëåííîå ðàññìîòðåíèå ýòîé çàäà÷è
ïðèíåñåò áîëåå ïðîäóêòèâíûé ðåçóëüòàò.

4 Ñëàáî ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ

4.1 Óðàâíåíèÿ äëÿ ñëàáî ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

Íà ñòðàíèöå 6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ ðåøåòêè ãðà-
ôåíà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (24):

(G(0)
w (ω))−1Gw,w′(ω) =

(2π)2

V
δ(w −w′) + V

∫
B.Z.

d2w1

(2π)2
Ũw,w1Gw1,w′(ω).

ãäå

(G(0)
w (ω))−1 =

(
ω RL,we

iwd

RR,we
−iwd ω

)
,

Ũw,w1 =
∑
p

e−i(w1−w)rp

(
U(rLp) 0

0 U(rRp )

)
.

Â ñèëó íåêîòîðûõ ïðè÷èí, íàì óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ýòîãî
óðàâíåíèå íà

G̃w,w′(ω) = T−1(w)Gw,w′(ω)T (w′), (190)
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ãäå

T (w) =

(
1 0
0 e−iwd

)
. (191)

Îíî èìååò âèä

(G̃(0)
w (ω))−1G̃w,w′(ω) =

(2π)2

V
δ(w −w′) + V

∫
B.Z.

d2w1

(2π)2
Ûw,w1G̃w1,w′(ω).

ãäå

(G̃(0)
w (ω))−1 =

(
ω RL,w

RR,w ω

)
,

Ûw,w1 =
∑
p

(
U(rLp)e−i(w1−w)rLp 0

0 U(rRp )e−i(w1−w)rRp

)
.

Â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà (G̃
(0)
w (ω))−1 çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò-

ñÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå

w = swD + k, |k| � t

vf
(192)

wD =

(
0;

4
√

3π

9a

)T

, s = ±1. (193)

Òîãäà

(G̃
(0)
swD+k(ω))−1 ≈ (G

(0)
k (ω))−1s =

(
ω vf (−i;−s)k

vf (i;−s)k ω

)
, (194)

ãäå vf = 3
2
ta.

Ââåäåì òåïåðü ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ Gs
k,k′(ω), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

(G
(0)
k (ω))−1s Gs

k,k′(ω) =
(2π)2

V
δ(k− k′) +

∫
d2k1

(2π)2
Uk,k1G

s
k1,k′(ω). (195)

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, à

Uk,k1 = V Ûk,k1 = V
∑
p

(
U(rLp)e−i(k1−k)rLp 0

0 U(rRp )e−i(k1−k)rRp

)
. (196)

Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ Gs
kk′ â äîñòàòî÷íîé ìåðå õîðîøî àïïðîêñè-

ìèðóåò ôóíêöèþ GswD+k,swD+k′ , åñëè îíà áûñòðî ñïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè



4 ÑËÀÁÎ ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß 40

|k| è |k′|. Â ñàìîì äåëå, åñëè èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ âíóòðè çîíû Áðèëëþ-
ýíà, òî íåò áîëüøîé ðàçíèöû, áðàòü ëè åãî ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó èëè
òîëüêî ïî åãî ÷àñòè. Êðîìå òîãî, íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ðåøåíèå èìååò
ñìûñë òîëüêî ïðè íåáîëüøèõ èìïóëüñàõ, ïðè êîòîðûõ ðàáîòàåò ïðèáëè-
æåíèå, òî åñòü òîãäà, êîãäà |k| � t/vf . Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë äîëæåí
íàáèðàòüñÿ óæå íà ýòèõ ìàñøòàáàõ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîîðäèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (195), ñ÷èòàÿ, ÷òî

Gs
k,k′(ω) =

1

V

∫
d2rd2r′Gs(r, r′)e−i(kr−k

′r′), (197)

è, êàê ñëåäñòâèå,

Gs(r, r′;ω) = V

∫
d2kd2k′

(2π)4
Gs

k,k′(ω)ei(kr−k
′r′). (198)

Åñëè ìû âîçüìåì îïåðàòîð

(G(0))−1s =

(
ω vf (−i;−s)(−i∇)

vf (i;−s)(−i∇) ω

)
, (199)

òî îêàæåòñÿ, ÷òî

(G(0))−1s Gs(r, r′;ω) = V

∫
d2kd2k′

(2π)4
(G

(0)
k )−1s Gs

k,k′(ω)ei(kr−k
′r′).

Òîãäà

(G(0))−1s Gs(r, r′;ω) = δ(r− r′)+

+ V

∫
d2kd2k′d2k1

(2π)6
Uk,k1G

s
k1,k′(ω)ei(kr−k

′r′).

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî

V 2
∑
p

∫
d2kd2k′d2k1

(2π)6

(
U(rLp)e−i(k1−k)rLp 0

0 U(rRp )e−i(k1−k)rRp

)
×

×Gs
k1,k′(ω)ei(kr−k

′r′) = V 2
∑
p

(
U(rLp)δ(r + rLp) 0

0 U(rRp )δ(r + rLp)

)
×

×
∫
d2k′d2k1

(2π)4
Gs

k1,k′(ω)e−i(k
′r′−k1r) = Ũ(r)Gs(r, r′;ω),

ãäå

Ũ(r) = V
∑
p

(
U(rLp)δ(r + rLp) 0

0 U(rRp )δ(r + rRp )

)
. (200)
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Òîãäà óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(G(0))−1s Gs(r, r′;ω)− Ũ(r)Gs(r, r′;ω) = δ(r− r′). (201)

Êîãäà ìû íàéäåì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íóæíî áóäåò ïðîâåðèòü
èõ íà ïðèìåíèìîñòü. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè óñëîâèå áóäåò ïðè-
ìåíèìî, åñëè ó ôóíêöèé Ãðèíà íå áóäåò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé íà
ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà vf/t.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è. Ïðè w ≈ 0 (òî
åñòü ïðè ýíåðãèÿõ, ëåæàùèõ ó êðàÿ çîíû) âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå

(G̃(0)
w )−1 ≈ (G̃(0)

w )−1 =

(
ω 3t− 3ta2

2
w2

3t− 3ta2

2
w2 ω

)
. (202)

Òîãäà ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèè Ãðèíà çàïèøåòñÿ â âèäå(
ω 3t− 3ta2

2
w2

3t− 3ta2

2
w2 ω

)
G1

w,w′(ω) =

=
(2π)2

V
δ(w −w′) +

∫
d2w1

(2π)2
Uw,w1G

1
w1,w′(ω). (203)

Ýòî ïðèáëèæåíèå äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ïðèìåíèìî ïðè w � 1/a.
Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî çàïèøåòñÿ â âèäå(

ω 3t+ 3ta2

2
∇2

3t+ 3ta2

2
∇2 ω

)
G1(r, r′;ω) =

= δ(r− r′) + U(r)G1(r, r′;ω), (204)

ãäå

Ũ(r) = V
∑
p

(
U(rLp)δ(r + rLp) 0

0 U(rRp )δ(r + rRp )

)
. (205)

Ìû ðàññìîòðèì ýòî âòîðîå ïðèáëèæåíèå â ïåðâóþ î÷åðåäü.

4.2 Ñëàáî ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ó êðàÿ çîíû

Èññëåäóåì ïîòåíöèàë (205) çàäà÷è. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åãî óñðåäíå-
íèå ïî ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò óñðåäíåíèÿ îò îáû÷íîãî
êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà. Èçó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò èõ ðàçíîñòè:

∆ =

∫
d2r(Ũ(r)− U(r))eiwr.
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Ïåðâûé ýëåìåíò ìàòðèöû ∆ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

∆1 =
∑
p

∫
V

d2r(V U(rp)δ(r + rLp)eiwr − U(−rp + r)eiw(r−rp)) =

=
∑
p

e−iwrp

∫
V

d2r(U(rp)− U(rp − r)eiwr).

Â ïðåäåëàõ ìàëûõ |w|, êîãäà ó íàñ ðàáîòàåò ïðèáëèæåíèå,

|∆1| =

∣∣∣∣∣∑
p

e−iwrp

∫
V

d2r(U(rp)− U(rp − r) + U(rp − r)− U(rp − r)eiwr)

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
p

∫
V

d2r |U(rp)− U(rp − r)|+

+ 2
∑
p

∫
V

d2r |U(rp − r)| sin
(

1

2
wr

)
≤
∑
p

(M1
p +M0

pwa), (206)

ãäåN � ÷èñëî ÷àñòèö,M1
p � ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ïîòåíöèàëà âíóòðè

ÿ÷åéêè, M0
p � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì,

|∆1| .
Ze2

a

(
log

L

a
+ Lw

)
, (207)

ãäå L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáðàçöà ãðàôåíà.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè Z äîñòàòî÷íî ìàëî, òî â ïðåäåëàõ íàøåãî ïðè-

áëèæåíèÿ ïîòåíöèàë íåîòëè÷èì îò êóëîíîâñêîãî, çà òåì èñêëþ÷åíèåì,
÷òî îí äîëæåí â íóëå áûòü âûâåäåí íà U0, à íå íà áåñêîíå÷íîñòü.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîèçâåñòè äëÿ âòîðîãî ýëåìåíòà
ìàòðèöû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè âìåñòî çàäà÷è
(204) ðåøàòü

(ω − L̂)G1(r, r′;ω) =

(
ω − U(r) 3t+ 3ta2

2
∇2

3t+ 3ta2

2
∇2 ω − U(r)

)
G1(r, r′;ω) = δ(r− r′).

(208)
Çàìåòèì, ÷òî ýòà íîâàÿ çàäà÷à, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé, ÿâëÿåò-

ñÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îïåðàòîð L̂ êîììóòèðóåò
ñ îïåðàòîðîì ìîìåíòà èìïóëüñà, è âñå åãî ñîáñòâåííûå ôóêöèè èìåþò
îïðåäåëåííûé ìîìåíò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèþ Ãðèíà ìîæíî ïðåäñòà-
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âèòü â âèäå

G1(r, r′;ω) =
∑
n,l

|Ψn,l(r)〉 〈Ψn,l(r
′)|

ω − En,l
=
∑
n,l

|Ψn,l(r)〉 〈Ψn,l(r
′)|

ω − En,l
eil(φ−φ

′) =

=
∑
l

Gl(r, r
′;ω)eil(φ−φ

′). (209)

Âñïîìèíàåì, ÷òî

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂φ2

è ÷òî

∇2Gl(r, r
′;ω)eil(φ−φ

′) = eil(φ−φ
′)

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− l2

r2

)
Gl(r, r

′;ω).

Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ. Èç åå îïðåäåëåíèÿ âèäèì, ÷òî∫

dr′dφ′F̃ (r′, φ′)δ(r − r′)δ(φ− φ′) = F̃ (r, φ) = F (r) =

=

∫
d2rF (r′)δ(r− r′) =

∫
rdrdφF̃ (r, φ)δ(r, r′;φ, φ′),

ãäå δ(r, r′;φ, φ′) åñòü òî, âî ÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ ïðè çàìåíå
êîîðäèíàò. Îòñþäà

δ(r, r′;φ, φ′) =
δ(r − r′)δ(φ− φ′)

r
. (210)

Òåïåðü ìû ìîæåì ðåøàòü óðàâíåíèå îòäåëüíî äëÿ ðàçíûõ l. Ïîëó÷àåì ω − U(r) 3t+ 3ta2

2

(
1
r
∂
∂r

(
r ∂
∂r

)
− l2

r2

)
3t+ 3ta2

2

(
1
r
∂
∂r

(
r ∂
∂r

)
− l2

r2

)
ω − U(r)

×
×Gl(r, r

′;ω) =
δ(r − r′)

2πr
. (211)

Òåïåðü äèàãîíàëèçóåì çàäà÷ó. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà S, äëÿ êîòîðîé S−1σxS � äèàãîíàëüíî. Ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî

S =

(√
2/2 −

√
2/2√

2/2
√

2/2

)
, S−1σxS = σz. (212)
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Òîãäà, åñëè
Ql(r, r

′;ω) = S−1Gl(r, r
′;ω)S, (213)

òî[(
3t+

3ta2

2

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− l2

r2

))
σz + ω − U(r)

]
Ql(r, r

′;ω) =

=
δ(r − r′)

2πr
. (214)

Íàéäåì íåñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è[(
3t+

3ta2

2

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− l2

r2

))
σz + ω − U(r)

]
|Ψ(r)〉 = 0, (215)

ñ÷èòàÿ, ÷òî U(r) = −Ze2/r. Ðåøåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî íàõîæäåíèþ
ñîáñòâåííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà (ñì. [8]). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ψ±l = x|l|ei
√

2(1±β)xL

(
2|l|,−|l| − 1

2
± iα

2
√

2(1± β)
,−2i

√
2(1± β)x

)
,

(216)
ãäå

α =
2Ze2

3at
, β =

ω

3t
, x =

r

a
,

à L(a, b, x) � îáîáùåííûå ïîëèíîìû Ëàããåðà.
Åñëè 1±β > 0, òî ðåøåíèÿ îáðàçóþò íåïðåðûâíûé ñïåêòð è íå ÿâëÿ-

þòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè, òî åñòü íå èíòåðåñíû íàì. Åñëè æå 1±β < 0, òî
ó íàñ èìååòñÿ íàáîð ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé â òî÷êàõ βn, äëÿ êîòîðûõ

−|l| − 1

2
± α

2
√
−2(1± βn)

= n ∈ Z+, (217)

îòêóäà √
−2(1± βn) = ± α

2n+ 2|l|+ 1
. (218)

òî åñòü

βn = ∓1∓ 1

2

α2

(2n+ 2|l|+ 1)2
, (219)

èëè

ωn = ∓3t

(
1 +

1

2

α2

(2n+ 2|l|+ 1)2

)
. (220)
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Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó íóæíî âûáðàòü âåòâü êâàäðàòíîãî êîðíÿ, äëÿ
êîòîðîé ýêñïîíåíòà áóäåò çàòóõàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè,

± α

2n+ 2|l|+ 1
≥ 0, (221)

îòêóäà

±
(
n+ |l|+ 1

2

)
≥ 0. (222)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìû âèäèðàåì âåðõíèé çíàê. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñîñòîÿíèÿ îòùåï-
ëÿþòñÿ òîëüêî îò íèæíåãî êðàÿ çîíû, íî íå îò âåðõíåãî.

Ââåäåì íîâîå êâàíòîâîå ÷èñëî m = n+ |l| ∈ Z+. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî
m ìîìåíò l ñìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ îò −m äîm, òî åñòü ïîðÿäîê
âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ ðàâåí 2m+ 1. Ñàìè óðîâíè ýíåðãèè ðàñïîëîæåíû â
òî÷êàõ

ωm = −3t

(
1 +

1

2

α2

(2m+ 1)2

)
. (223)

Âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé çàïèøóòñÿ êàê

Ψ±m,l(x) = x|l|e−
(2m+1)x

α L

(
2|l|,m− |l|, 2(2|m|+ 1)x

α

)
. (224)

Çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðèáëèæåíèå ðà-
áîòàåò òîëüêî ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

√
2(1± β), ïîñêîëüêó èíà÷å îíî

ñîäåðæèò áîëüøèå âîëíîâûå âåêòîðû. Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó òîò ôàêò,
÷òî â ðåøåíèè íåïðåðûâíûé ñïåêòð ôîðìàëüíî ïðèñóòñòâóåò âî âñåì
ñïåêòðå, íå ïðîòèâîðå÷èò çàäà÷å.

Áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ (224), ïîñêîëü-
êó èññëåäîâàíèþ èõ è ïîñâÿùåíà íàøà çàäà÷à.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò âîëíîâîé ôóíêöèè èìååò âèä ðàçëîæåíèÿ
ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ:∫

d2re−ikrf(r)eilφ =

∫ ∞
0

rdr

∫ π

−π
dφe−ikr cosφ+ilφf(r) =

= 2π(−i)l
∫ ∞
0

rdrJl(kr)f(r). (225)

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòîò èíòåãðàë áûñòðî ñïàäàë ñ óâåëè÷åíèåì k. Ìû
ìîæåì âûðàçèòü ïðèìåðíîå óñëîâèå â âèäå (2m+ 1)/α� 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ó êðàÿ çîíû ñåðèþ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèÿìè

ωm = ±3t

(
1 +

1

2

α2

(2m+ 1)2

)
, α =

2Ze2

3at
,

m ∈ Z+,

(226)
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ïðèòîì êàæäîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò 2m+ 1 ñîñòîÿíèå. Ýòî âûðàæåíèå
äëÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíèìûì, åñëè äëÿ m âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

m� α

2
. (227)

Òàêæå èññëåäóåì, êàêîé âèä áóäóò èìåòü ôóíêöèè Ãðèíà âíóòðè íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà. Ïåðâûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû Ql(r, r

′, ω) âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Åñëè ω =
ω′ + iγ, ω′ > −3t, γ → 0, òî

Q1
l (xa, x

′a, 3tβ) = Cβ(x′)
( x
x′

)|l|
ei
√

2(1+β)(x−x′)×

×



M

(
|l|+ 1

2
− i

2
α√

2(1+β)
,2|l|+1,−2ix

√
2(1+β)

)
M

(
|l|+ 1

2
− i

2
α√

2(1+β)
,2|l|+1,−2ix′

√
2(1+β)

) , r < r′,

U

(
|l|+ 1

2
− i

2
α√

2(1+β)
,2|l|+1,−2ix

√
2(1+β)

)
U

(
|l|+ 1

2
− i

2
α√

2(1+β)
,2|l|+1,−2ix′

√
2(1+β)

) , r > r′.

(228)

Ôóíêöèè âûáðàíû òàêèì îáðàçîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ó íèõ íå ïðèñóòñòâî-
âàëî ñèíãóëÿðíîñòè ïðè x→∞, β = β0 + i0. Çäåñü

(Cβ(x′))−1 = 3πta2x′

(
|l|+ 1

2
− i

2

α√
2(1 + β)

)
×

×

(U ′(|l|+ 1
2
− i

2
α√

2(1+β)
, 2|l|+ 1,−2ix′

√
2(1 + β)

)
U

(
|l|+ 1

2
− i

2
α√

2(1+β)
, 2|l|+ 1,−2ix′

√
2(1 + β)

)−

−
M ′
(
|l|+ 1

2
− i

2
α√

2(1+β)
, 2|l|+ 1,−2ix′

√
2(1 + β)

)
M

(
|l|+ 1

2
− i

2
α√

2(1+β)
, 2|l|+ 1,−2ix′

√
2(1 + β)

)). (229)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

Q1
l (xa, xa, 3tβ) = Cβ(x). (230)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäîâàíèå èõ ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáëà-
ñòè, áëèçêîé ê ãðàíèöå çîíû ó ñèñòåìû íåò ðåçîíàíñîâ.
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4.3 Î ñëàáî ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèÿõ ó öåíòðà çî-

íû

Â öåíòðå çîíû ñïåêòð êâàçè÷àñòèö ëèíåéíûé, è óðàâíåíèå íà ñëàáî ëî-
êàëèçîâàííûå ôóíêöèè Ãðèíà ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ Âåéëÿ:(

ω vf (−i;−s)(−i∇)
vf (i;−s)(−i∇) ω

)
Gs(r, r′;ω)− Ũ(r)Gs(r, r′;ω) =

= δ(r− r′).

Çäåñü

Ũ(r) = V
∑
p

(
U(rLp)δ(r + rLp) 0

0 U(rRp )δ(r + rRp )

)
.

Åñëè ìû èùåì ãëàäêèå ðåøåíèÿ, òî ïîòåíöèàë, òàê æå, êàê è â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå, ìîæíî çàìåíèòü îáû÷íûì êóëîíîâñêèì. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïîëó÷èì îáû÷íîå óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ôåðìèîíà ñ íóëåâîé ìàññîé
â êóëîíîâñêîì ïîëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ïîäîáíîå óðàâ-
íåíèå íå ìîæåò èìåòü ñâÿçíûõ èëè ðåçîíàíñíûõ ñîñòîÿíèé òèïà àòîìà
âîäîðîäà. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ñòåïåííîãî òèïà, ñèíãóëÿðíîå â
íóëå, íî â îáû÷íîé ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòè ðåøåíèÿ íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñèëó ñâîåé íåôèçè÷íîñòè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íàøåé çàäà÷å ýòè ñòåïåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò
èìåòü íåêîòîðûé ñìûñë. Â ñàìîì äåëå, åñëè âîëíîâûå ôóíêöèè ýòèõ
ñîñòîÿíèé ñïàäàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî íà áåñêîíå÷íîñòè, òî îíè ìîãóò
óäîâëåòâîðÿòü òî÷íîé çàäà÷å, ïîñêîëüêó íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ ó íàñ ñó-
ùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ðàäèóñ îáðåçàíèÿ a.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû èçó÷èì ïîäîáíûå ñîñòîÿíèÿ è óñëîâèÿ èõ îá-
ðàçîâàíèÿ.

4.3.1 Ïîëó÷åíèå ñòåïåííûõ ðåøåíèé â ôîðìàëüíîé êîíòèíó-
àëüíîé çàäà÷å

Â ýòîé ÷àñòè ìû ïðîèëëþñòðèðóåì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñòåïåí-
íûõ ðåøåíèé, ôîðìàëüíî èññëåäîâàë óðàâíåíèå (201) ïðè ω = 0, íå îá-
ðàùàÿ âíèìàíèÿ íà îñîáåííîñòü â íóëå. Èìååì:

− Ĥ0G
s(r, r′;ω) =

=

(
Ze2

r
vf (−i;−s)(−i∇)

vf (i;−s)(−i∇) Ze2

r

)
Gs(r, r′;ω) = δ(r− r′). (231)
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Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ÷àñòè
îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèþ Ãðèíà, ïîëó÷àåì

− ivf
(
σy −sσx

)(∂/(∂x)
∂/(∂y)

)
=

= vf

[(
0 −ie−isφ

ieisφ 0

)
,

(
0 −se−isφ

−seisφ 0

)](
∂

∂r
,

1

r

∂

∂φ

)T
. (232)

Òîãäà çàäà÷à çàïèøåòñÿ èíà÷å â âèäå

vf

[(
0 −se−isφ

−seisφ 0

)
1

r

∂

∂φ
+

(
0 −ie−isφ

ieisφ 0

)
∂

∂r

]
Gs(r, r′;ω)+

+
Ze2

r
Gs(r, r′;ω) = δ(r− r′). (233)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñîõðàíåíèè ìîìåíòà â çàäà÷å.
Îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L̂ = xp̂y − yp̂x = −i ∂
∂φ
. (234)

Ïðîâîäÿ íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîììóòàòîð[
L̂, Ĥ0

]
= −s

2

[
σz, Ĥ0

]
. (235)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ââåñòè îïåðàòîð Ĵ , àíàëîãè÷íûé îïåðàòîðó ïîëíîãî
ìîìåíòà â çàäà÷å Äèðàêà, òî îí áóäåò êîììóòèðîâàòü ñ Ãàìèëüòîíèàíîì:

Ĵ = L̂+ s
σz
2
. (236)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè çàäà÷è ïðåäñòàâèìû â âèäå

|ψn,j(r)〉 = Θs
j(φ) |ψn,j(r)〉 (237)

ãäå

Θs
j(φ) =

(
ei(j−s/2)φ 0

0 e−i(j−s/2)φ

)
, (238)

à j - ïîëóöåëîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ïîëíîãî ìîìåíòà äëÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè. Ôóíêöèè Ãðèíà æå, â òàêîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâèìû â
âèäå

Gs(r, r′;ω) =
∑
j

Θs
j(φ)Gs

j(r, r
′;ω)

(
Θs
j(φ
′)
)†
. (239)
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Óðàâíåíèå íà ôóíêöèè Ãðèíà, â òàêîì ñëó÷àå, ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó{
Ze2 + ivf

(
0 js+ 1/2

js− 1/2 0

)
+ vfσyr

∂

∂r

}
Gs
j(r, r

′;ω) =

= δ(r − r′). (240)

Ðàññìîòðèì âìîñòî ýòîãî íåãî óðàâíåíèå íà âîëíîâûå ôóíêöèè, êî-
òîðîå íàñ áîëüøå èíòåðåñóåò â ýòîì ñëó÷àå:{

Ze2 + ivf

(
0 js+ 1/2

js− 1/2 0

)
+ vfσyr

∂

∂r

}
|Ψ(r)〉 = 0. (241)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå åãî ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ
â ôîðìå

|Ψ(r)〉 =
1

2

√
r

a

((r
a

)α
+
(r
a

)−α
−

− 1

α

(
Ze2

vf
σy + jsσz

)((r
a

)α
−
(r
a

)−α))
|χ〉 , (242)

ãäå

α =

√
Z2e4

v2f
+ j2. (243)

Íàñ èíòåðåñóåò, ìîæíî ëè ïîäîáðàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ðåøåíèå óáûâàëî íà áåñêîíå÷íîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàì íóæíî
óçíà÷òü, ñóùåñòâóåò ëè |χ〉, êîòîðîå ðåøàåò óðàâíåíèå(

α− js Ze2

vf
i

−Ze2

vf
i α + js

)
|χ〉 = 0, (244)

è íàéòè åãî.
Óáåæäàåìñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî äåòåðìèíàíò ýòîé ìàòðèöû

âñåãäà ðàâåí íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

|χ〉 =

 −Ze2

vf
i√

Z2e4

v2f
+ j2 − js

 . (245)

Òàêèì îáðàçîì, êîíòèíóàëüíîå óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî âñåãäà èìååò
ðåøåíèå, ñïàäàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ñòåïåííûì îáðàçîì. Îíî èìååò

ñòåïåíü −
√

Z2e4

v2f
+ j2 + 1

2
.
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4.3.2 Î ñóùåñòâîâàíèè ñòåïåííûõ ðåøåíèé

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ðàáîòå ñî ñòåïåííûìè ñîñòîÿíèÿìè íåëüçÿ ïîëüçî-
âàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì äëÿ ñëàáî ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, ïîñêîëüêó
èç-çà ñèíãóëÿðíîñòè â íóëå ôóíêöèÿ Gs

k,k′ áóäåò çàòóõàòü íà áîëüøèõ
âîëíîâûõ âåêòîðàõ ñëèøêîì ìåäëåííî. Åñëè ìû õîòèì íàéòè òî÷íîå âû-
ðàæåíèå äëÿ íèõ â íàøåé çàäà÷å, íóæíî èñïîëüçîâàòü íåêîå èíîå ïðèáëè-
æåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîäîáíûõ ðåøåíèé íóæíî êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì
ñøèòü ôóíêöèè Ãðèíà â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè è òî÷íûå ðåøå-
òî÷íûå ôóíêöèè íà ìàëûõ ìàñòøòàáàõ. Íà äàííûé ìîìåíò ýòî ñäåëàòü
íå óäàëîñü.

5 Îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ

Â äàííîé ðàáîòå áûëè èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ñâÿçíûõ ñîñòîÿ-
íèé â ãðàôåíå â ïîëå êóëîíîâñêîé ïðèìåñè. Òàê, ñíà÷àëà áûëè ïîëó÷åíû
ïîëíîñòüþ ñâÿçàííûå è ðåçîíàíñíûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïðèìåñè ñ ïîòåíöè-
àëîì, ëîêàëèçîâàííîì íà ÷åòûðåõ óçëàõ. Òàêæå áûëî âûÿñíåíî, êàêèå
èç íèõ ïðèìåíèìû â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè äëÿ òî÷íîé çàäà÷è î êóëî-
íîâñêîì ïîòåíöèàëå.

Òàêæå áûëî èçó÷åíî êîíòèóíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãðàôåíà è
ïîêàçàíî, êàêèå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííûå â íåì, ìîãóò íàáëþ-
äàòüñÿ â òî÷íîé çàäà÷å. Òàêæå áûëî ïðåäñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñëàáî
ëîêàëèçîâàííîãî ñòåïåííîãî ðåøåíèÿ â öåíòðå çîíû, íî íå óäàëîñü îáíà-
ðóæèòü êàêèõ-ëèáî ñïîñîáîâ îïèñàòü åãî â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ãðèíà.
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